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12 de Janeiro de 2015

Resumo

O objectivo deste artigo é explicar como “destruir” alguns problemas de geometria de forma

essencialmente computacional.
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Brute force em Geometria

Introducao

O objectivo deste artigo é ensinar a destruir problemas de geometria, literalmente, a bruta. Vamos
mostrar como abordar problemas de geometria essencialmente a custa de manipulacao algébrica.

Mas nao se engane o leitor: resolver problemas de geometria a bruta nao significa resolver
problemas de geometria sem pensar. Continuam, por vezes, a ser necessarias ideias relativamente
engenhosas para calcular as distancias, angulos, etc., envolvidos no problema. Com o artigo que se
segue, procuraremos dar algumas ferramentas tteis e proporcionar alguma intuicao para tais ideias.

Pressupomos que os leitores ja viram algumas destas ideias no passado e vamos apenas mostrar
como aplica-las em problemas. Ou seja, ndao vamos explicar o bédsico: nao vamos explicar o que
é um referencial cartesiano; ndo vamos explicar o que sdo numeros complexos, nem o que sao o
seno, o cosseno e a tangente. Vamos apenas mostrar como se aplicam estas ideias/conceitos em
problemas.

Boa leitural

Os autores



Brute force em Geometria

1 Geometria Analitica

Decerto muitos dos leitores ja ouviram falar em Geometria Analitica, a famosa “geometria das
coordenadas”. Alguns problemas podem ser resolvidos “pondo a figura num referencial”. Apesar
disso, o potencial desta técnica nao ¢ assim tao grande: o universo de problemas que saem bem com
Geometria Analitica é relativamente reduzido. Os problemas que saem bem com esta abordagem
caracterizam-se por ter um numero reduzido (preferencialmente igual a 0) de circunferéncias, ter

quase “sé” rectas e alguns angulos rectos. Mesmo assim, é um truque que convém ter na manga.

1.1 Pontos, rectas e distancias

Vamos trabalhar com equagoes de rectas, pelo que nos convém recordar algumas propriedades

bésicas destas. Por exemplo, vamos fazer uso do
Facto 1.1. Duas rectas de equacoes y = axr+b e y = cx+d sdo perpendiculares se e sé se ac = —1.

Nao vamos provar aqui este facto; se o leitor ainda nao o conhecia, a prova fica para ja como
exercicio, e veremos mais tarde como o obter como consequéncia de resultados standard sobre o

produto escalar.

Facto 1.2. Sejam A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2), D = (di1,d2). Entao [ABCD] é um
paralelogramo se e sé se (a1 + c1,a2 + c2) = (b1 + by, dy + d2).

Demonstragdo. [ABC D] é um paralelogramo se e s6 se os pontos médios de [AC] e [BD] coincidem,

ou seja, se e s6 se (“12&, %) = (Mle, %), o que equivale ao pretendido. O

Facto 1.3. A distdncia entre dois pontos (a,b) e (c¢,d) é \/(a — )2 + (b — d)2.
Demonstragio. E uma consequéncia trivial do Teorema de Pitdgoras. O
Vamos ja passar a um exemplo.

Problema 1. Seja [ABC] um triangulo rectangulo em A com AB = AC. Seja M o ponto médio de
[BC], e sejam D e E pontos em [AB] e [AC], respectivamente, tais que AD = 1AB e AE = $+AC.
As rectas M E e CD intersectam-se em L. Mostra que a recta AL é a bissectriz do angulo /DLE.

Aquilo que queremos provar, que AL é a bissectriz do angulo ZDLE, nao parece facil de
trabalhar com coordenadas. Mas nao custa fazer algumas observagoes sintéticas que tornarao tudo
mais facil. Olhando para a figura, é natural conjecturar que as rectas CD e M E sao perpendiculares;
se assim for, apenas temos de provar que DLA = T- Note-se que a perpendicularidade implica
também que o quadrildtero [ADLE] seja ciclico, e, como AD = AE, isto implica DLA = ALE,

que ¢é precisamente aquilo que queremos! Vamos assim provar esta conjectura.
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Onde vamos colocar os eixos? A resposta a esta questao é quase ébvia: as rectas AB e AC s&o
claramente ideais.

Observe-se que podemos aplicar uma “escala” & figura de tal maneira que AB = AC = 3. Deste
modo B = (0,3) e C = (3,0);e D =(0,1), E = (1,0). O ponto médio M de [BC] tem coordenadas
(5:3)

212/

Qual é a equagao da recta M E? Esta recta tem equacao da forma y = ax + b e passa pelos
pontos (1,0) e (%, %) Logo, a+b=0¢e %a +b= % Resolvendo este sistema, obtemos a = 3 e
b = —3, logo a recta tem equagao y = 3z — 3.

E arecta CD? Esta tem equagao y = cx +d e passa pelos pontos (3,0) e (0,1). Logo, 3c+d =0
e d =1, de onde tiramos ¢ = %1 e a recta tem equacao y = %x + 1.

Logo, como 3 x %1 = —1, as rectas M E e CD sao perpendiculares, e, pelo que ja vimos, isto
conclui o problema!

Por vezes podemos focar a nossa atencao apenas numa coordenada, isto é, s na abcissa ou 86

na ordenada dos pontos. Vejamos o proximo exemplo.

Problema 2 (Sérvia 2011). Seja [ABC| um triangulo com circuncentro O e sejam M, X, Y
pontos nos lados [AB], [AC] e [BC] tais que AX = MX e BY = MY. Sejam K e L os pontos
médios dos segmentos [AY] e [BX], respectivamente. As reflexoes de O por K e L sao Oy e Oa,

respectivamente. Mostra que os pontos X, Y, O1 e Os estdo sobre uma circunferéncia.

Solugdo. Poderé parecer a partida estranho que este problema tenha uma solugao “decente” com

geometria analitica; e de facto precisaremos de incluir diversas observagoes sintéticas. Mas vamos
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usar geometria analitica para provar o nosso lema essencial: O e Oy estao nas mediatrizes de [AM |
e [BM], respectivamente.

Podemos montar um referencial algures, por exemplo, considerando a recta AB e a mediatriz
de [AB] como eixos. Podemos até supor que A = (1,0) e B = (—1,0); sendo C = (z¢c,yc) e
M = (m,0), podemos calcular as coordenadas de O (é s6 intersectar a mediatriz de [AC] com o
eixo das ordenadas). Calcular X e Y também parece possivel: é s6 intersectar as mediatrizes de
[AM] e [BM] com [AC] e [BC], respectivamente. E depois podemos calcular O; e Oy usando o
Facto 7? (note-se que [AO1Y O] e [XO2BO)] sao paralelogramos), e provar o nosso lema... mas tudo
isto parece demasiado aborrecido.

Vamos entdao preocupar-nos apenas com as abcissas dos pontos e ignorar as suas ordenadas.

Para cada ponto P seja xp a sua abcissa neste referencial. Note-se que o facto de O pertencer a

mediatriz de [AM] é equivalente a zp, = 124 — %ﬂ Como Y pertence a mediatriz de [BM],
temos zy = mM;mB = ”“"MQ_I. Além disso, zp = 0. Pelo Facto 7?7, temos zp, + xo0 = x4 + xy; ou
seja,

:UM—l_:L‘M—{—l
2 2

o, =Ta+xy =1+

e 0 nosso lema estd provado.

O resto da solugao é geometria sintética: seja | a mediatriz de [AM]. Entao Z(AO,l) =
5 — Z(AB, AO); como BOA = QBaA, por Arco Capaz, e OA = OB, temos OAB = 5 — BCA.
Logo, Z(AO,l) = Z(AC, BC); como YO é paralela a AO, temos Xé\lY = BCA. Ora, XMY =
T—YMB— AMX = — MBY — XAM = BCA, logo XO1M = XMY e os pontos X, Y, M e
01 sao conciclicos. Analogamente, os pontos X, Y, M e Oy sdo conciclicos, e portanto X, Y, Oy e

O sao conciclicos, como pretendido. ]
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O seguinte exemplo é bastante interessante, pois utiliza Geometria Analitica de forma razoa-

velmente inesperada, ainda que sem fugir muito a rotina.

Problema 3 (TST Iréo 2013). No tridngulo [ABC], as rectas AD e AH sao a bissectriz interna
e a altura relativas ao vértice A, com D e H na recta BC. A mediatriz de [AD] intersecta as
semicircunferéncias de diametros [AB] e [AC|, construidas no exterior do triangulo, em X eV,

respectivamente. Prova que o quadrilatero [XY DH]| é ciclico.

Solugao. Nao é nada 6bvio como resolver isto com Analitica em tempo ttil. Para comegar, onde
colocar os eixos? Uma ideia tentadora é AH e BC, mas calcular D é assustador, e se pensarmos
que depois teremos de calcular X e Y, mais assustados ainda ficamos. Além disso, exprimir a
condicao de [XY DH] ser ciclico nao é nada agraddvel.

Mas desta ultima condicao tratamos ja: seja R = XY N BC. Entao, pelo Teorema das Cordas,
a ciclicidade de [XY DH] equivale a RY - RX = RH - RD. Estas distancias sao calculdveis, e sdo
mais ou menos agradaveis de trabalhar dependendo dos nossos eixos.

Os eixos que vamos escolher serao as rectas XY e AD. Porqué? Vamos ver que tudo pode ser
posto a funcionar com esses eixos. Seja A = (a,0). Sejam X = (0,m) e Y = (0,n). Calma, mas
X e Y nao dependem de B e C'?7 Sim, dependem, mas nés vamos agir “ao contrario”: definimos
primeiro X e Y, e depois construimos B e C' em funcao deles. Assim evitamos trabalhar com
equacoes de circunferéncias.

O ponto R também serd um dos nossos parametros iniciais, R = (0,7). O ponto D é simples-
mente a reflexdo de A por L, onde L é a origem do referencial; ou seja, D = (—a,0). O ponto B é

a interseccdo de RD com a perpendicular a AX por X. Para o ponto C' temos algo andlogo.
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E claro que isto nao nos garante que AD é a bissectriz de ZCAB. Mas ndés podemos exprimir
essa condicao algebricamente (como uma equacao que a,r,m,n tém de verificar) e exprimir alge-
bricamente também a condigao da ciclicidade que queremos provar, e depois provar que ambas sao

equivalentes. Vamos fazé-lo.

Para comegar, seja K = AH N XY. Entao o quadrildtero [DHKL] é ciclico, pois K LD =
DHK = 5- Logo,
RK-RL=RH-RD

pelo Teorema das Cordas. Assim, [XY DH] ser ciclico equivale a RX - RY = RK - RL. Note-se
que os triangulos [ALK] e [BLD] sao semelhantes (porqué?), logo,

KL_a

— =
e portanto temos K = (0, “72)
Portanto, temos as equivaléncias

2
RE-RE=RH-RD & (r—m)(r—n) = (r— =) r

s (r—=m)(r—n)=r>—ad?

& r(m+n) =a® +mn.

J& temos uma condigao algébrica equivalente a ciclicidade de [ XY DH|. Falta-nos exprimir o
facto de AD ser a bissectriz de ZC'AB. Uma possivel maneira de o fazer é usar o facto de tal
ser equivalente a os declives das rectas AC' e AB serem simétricos, pois a recta AD é o eixo das
abcissas. Mas ha uma outra forma, ligeiramente mais elegante, que vamos mostrar aqui por ser um
pouco mais criativa. Esta ideia pode parecer mais motivada a quem ja tiver visto Circunferéncias

de Apolénio. Vamos provar o seguinte

Lema 1.4. A recta AD ¢ a bissectriz de CAB se e 56 se RA° = RB - RC, ou seja, se e so se
RD’ = RB-RC.

A prova é angle-chasing facil: esta relagdo de comprimentos equivale, pelo Teorema das Cordas,
a que a recta RA seja tangente & circunferéncia circunscrita a [ABC]. Ou seja, equivale a RAC =
ABC. Mas temos RAC = RAD — CAD = ADR — CAD, e ABC = ADR — DAB. Logo,
RAC = ABC se e s6 se ADR — CAD = ADR — DEB, ou seja, se e s6 se AD bissecta Z/CAB.

Antes de calcularmos as coordenadas de B e C, vamos fazer uma observacao que simplifica
um pouco as contas. Sejam yp e yc as ordenadas de B e C, respectivamente. Sendo P e ) as
projeccoes ortogonais de B e C sobre XY, respectivamente, temos RP = Rchos(DﬁX ), RQ =
RC cos(DRX), RL = RD cos(DRX). Assim, a condicio RD> = RB - RC equivale a RL® =
RP - RQ, ou seja, ar? = (r —yg)(r — yc).
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Em particular, sé precisamos de calcular as ordenadas de B e C’; as abcissas nao nos interessam.
Vamos calcular a equagao da recta AY. Esta passa pelos pontos (a,0) e (0,n); logo tem equagao da
forma y = sz +n, e sa +n = 0, ou seja, s = —=, e portanto a recta tem equacao y = —=x +n. A
recta RD passa pelos pontos (—a,0) e (0,7), logo de forma semelhante obtemos que a sua equagao
¢ y = cx +r. Agora vamos calcular a equagao da recta perpendicular a AY por Y, de modo a
podermos determinar C. Como esta recta é perpendicular a recta AY', de declive —%, o seu declive

¢ . Passa ainda pelo ponto (0,7), logo a sua equagao é y = “x + n.

Temos assim, ja que C € RD, yo = ;xc + r, onde z¢ é a abcissa de C, e, além disso,
yc = Gxc + n. Da primeira equagio, obtemos ¢ = W, e da segunda obtemos z¢ = @
Logo,

alyc —r) _ n(yc —n)
r a
e desenvolvendo isto vem
r(a? — n?)
yo=—5—>.
a’? —rn
Analogamente,
r(a? — m?)
Yp = —5
a? —rm

2 _ .2 2 2
2 r_r(a m*) 74_7‘(@ n®)
a? —rm a? —rn
I U e W PR U
a? —rm a2 —rn
m? —rm n?—rn
1=
a? —rm a2 —rn

e isto equivale a
(a®> —rm)(a® —rn) = (m? — rm)(n® — rn)

m*n? — rmn(m 4+ n) — r’mn = a* — ra®(m + n) + r’mn

r(a® — mn)(m +n) = a* — m?n?

2 2

Ora, a* — mn # 0, pois, ja que L esta entre X e Y, se tem mn < 0 e a* — mn > 0. Como

a* —m?n? = (a® + mn)(a® — mn), isto equivale a
r(m+n) = a* +mn

que foi precisamente o que obtivemos antes, logo acabamos o problemal ]
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1.2 Produto escalar

Podemos usar produtos escalares como forma de calcular angulos entre rectas no plano coordenado.
Habitualmente isto nao é recomendavel, mas o desespero em problemas de geometria pode levar a
coisas terriveis!

Vamos recordar a definicao de produto escalar.

Definigao 1.5 (Produto escalar). Dados dois vectores i e U, o seu produto escalar, denotado por

-V, €igual a ||d]] x ||V]| cosb, onde 8 € o angulo formado pelos vectores i e U.

Aqui ||d]| é a norma do vector @: sendo @ = (a,b), ||d]| = Va®+ b2 Temos a seguinte

propriedade conhecida do produto escalar:
Proposicao 1.6. Sejam i = (a,b) e ¥ = (c¢,d) dois vectores. Entdo i -V = ac + bd.

Entao temos
ac + bd
Va2 +b2-v/c2 + d?
e podemos, em caso de necessidade, utilizar esta relagao para calcular angulos.

cosf =

Vamos ver um exemplo. Voltemos ao problema ??: suponhamos que a nossa geometria sintética
estd num dia muito mau, e, depois de provarmos que C'D e M E sao perpendiculares, falhamos em
reconhecer o quadrildtero ciclico [ADLE]. Queremos provar que DLA = 7> € podemos fazé-lo
usando o produto escalar.

Vamos calcular as coordenadas de L; sejam estas (zr,yr). J& vimos que M E e C'D tém equagoes
y:3x—3ey:%1x+1. Entao

3z, — 3= %1:(} L+1

%. EntéoyL:3><%—3:%,0useja,L:( ,

6
5
Sejamﬂ':ﬁeﬁzz. EntéoU:D—L:(O,l)—(g,%) = (—g

Queremos calcular o angulo 6 entre estes dois vectores. Temos

- -
- (- (-

Entao u-v = ZTN . 3?‘/5 cos @ = 61/2cos . Por outro lado,

o 6 2+2 3 6
u-v = —_— — _—— =
5 5\ 5

e portanto 6 = 6v/2 cos 6, pelo que cosf = @ = cos 7§, e portanto 6 = 7, como pretendido.

de onde obtemos x; =

SN—
[¢]
<y

|

N
|

t~
Il
|

S

|

[S{[Y

SN—

10
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1.3 Problemas propostos

Agora vamos deixar alguns problemas que podem ser abordados com geometria analitica.

Problema 4. Seja [ABC| um triangulo e seja H o ponto na recta [BC] tal que AH € perpen-
dicular a BC. Sejam E e F pontos nos lados [AC] e [AB], respectivamente, e sejam P e Q as
projecgoes ortogonais de E e I, respectivamente, sobre BC. Prova que as rectas AH, BE e CF

s@o concorrentes se e s6 se as rectas AH, EQ e FP sdo concorrentes.

Problema 5 (Final das OPM 2006). No triangulo equildtero [ABC], D é o ponto médio de [AC],
E ¢é a projecgao ortogonal de D sobre [CB] e F € o ponto médio de [DE]. Prova que as rectas F'B

e AE sao perpendiculares.

Problema 6 (IMO Shortlist 1991). Sejam [ABC| um triangulo acutangulo, M o ponto médio de
[BC], P o ponto no segmento [AM] tal que PM = BM e H o pé da perpendicular de P sobre BC.
Q € o ponto de intersec¢ao do segmento [AB] e da recta que passa por H e é perpendicular a PB,
e R € o ponto de interseccao do segmento [AC] e da recta que passa por H e é perpendicular a PC.

Mostra que a recta BC' é tangente a circunferéncia circunscrita ao triangulo [QH R).

Problema 7 (Final das OPM 2009). Nos lados [CD] e [BC] do quadrado [ABC D] estao marcados
pontos M e N, respectivamente. O perimetro do triangulo [MCN] € igual ao dobro do comprimento
do lado do quadrado. Determina MAN.

Problema 8 (Ibero 2004). Seja I' uma circunferéncia e seja A um ponto fora de T'. Determina o

lugar geométrico do circuncentro do triangulos [AM N|, onde [M N] é um diagmetro varidvel de T.

Problema 9 (TST Alemanha 2008). Seja [ABCD] um trapézio isdseceles. Determina o lugar
geométrico dos pontos P tais que PA-PC = PB - PD.

Problema 10 (Ibero 2008). Seja [ABC] um triangulo e seja r a bissectriz externa do dangulo
ZABC. Sejam P e Q) as projec¢ées ortogonais de A e C, respectivamente, sobre r. Sejam M =
CPNBA e N =AQNBC. Mostra que as rectas MN, r e AC sdo concorrentes.

Problema 11 (USAMO 2008). Seja [ABC| um triangulo acutangulo escaleno, e sejam M, N e P
os pontos médios de [BC], [AC] e [AB], respectivamente. Sejam D e E pontos na mediana [AM]
tais que AD = BD e AE = CE. As rectas BD e CE intersectam-se em F.

Prova que o quadrildtero [APF N| € ciclico.

11
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2 Numeros Complexos

A técnica que aqui apresentamos é uma das mais poderosas e versateis, sendo possivelmente também
uma das mais “estranhas” para quem nao é familiar com a mesma. Nesta sec¢ao serd necessério estar
a vontade a trabalhar com ntimeros complexos (em particular com a sua representagao geométrica,
médulos, conjugados, etc.). Os problemas em que nimeros complexos sdo, a partida, mais ade-
quados, sao problemas centrados a volta de uma tnica circunferéncia, que pode ser o circuncirculo
ou incirculo de um triangulo, por exemplo; no entanto, por vezes problemas que parecem pouco
adequados para este método sao resoltveis usando alguma observagao inteligente.

Aquilo que fazemos em complexos é associar cada ponto Z = (a,b) do plano a um complexo
z = a+bi (em geral, denotamos por maitsculas pontos no plano e os seus complexos correspondentes
por mintsculas). A estrutura aditiva dos complexos corresponde entdo a estrutura aditiva de
vectores. Mas é a estrutura multiplicativa dos complexos e a sua interpretacao geométrica que
os distinguem, pois permitem-nos trabalhar com angulos de forma relativamente agradédvel (e,
em particular, com colinearidades e perpendicularidades). Vamos entdo passar a introdugao da

artilharia.

2.1 A Artilharia

Vamos agora apresentar as féormulas que vao ser a base de qualquer utilizacdo de complexos em
geometria. Nao vamos apresentar provas completas de todas elas, mas provaremos algumas e
explicaremos a origem daquelas que parecam mais obscuras. O leitor é convidado a preencher os
detalhes.

Um nimero complexo pode ser escrito na forma z = ¢“r em que « é o angulo (orientado, no
sentido directo) que o vector 07 faz com a o eixo real e r = |z| é a distancia OZ, onde O ¢ a

origem. Isto permite-nos deduzir facilmente o seguinte facto util:

Facto 2.1. Sejam A, B dois pontos, a,b 0s seus complexos correspondentes e « o angulo (orientado

no sentido directo) que a recta AB faz com o eizo real. Entdo

Demonstragdo. Pelo que vimos, que a — b = |a — b|e’®. Elevando ao quadrado, podemos usar que
|22 = 2z
(a—b)?*  (a—10)? a—>b

62ioz: — S - O
a—b2  (a—b)@a—b) a—b

A partir daqui, temos o seguinte.

i
S
7
U

Teorema 2.2. e Duas rectas AB e CD sdo paralelas se e s6 se &= = &£,

Q|
|
S
al
|
al

12
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e Os pontos A, B,C' sao colineares se e s6 se 2= = 2=£ ou, equivalentemente, se
a—b a—c
a 1
b b 1|=0
c ¢ 1
a—b c—d

e Sendo a« = LACB (medido de A para B no sentido directo) tem-se é:gl cca — gla gy,

" Je—al T

ainda =2 : &2 = ¢

Todos estes factos nao sao mais que consequéncias directas de 77. O préximo teorema da-nos

algumas férmulas que envolvem pontos na circunferéncia unitaria. Para um ponto na circunferéncia

unitdria, 1 = |a|?> = a@; tendo o conjugado, podemos aplicar as férmulas acima de forma mais
simples.
Teorema 2.3. e Para pontos A, B na circunferéncia unitdria, E—_% = —ab.
=
e Dados A, B na circunferéncia unitdria, A, B,C sdo colineares se e s se ¢ = “‘;bb_c

e O pé da perpendicular de um ponto C' qualquer na corda da cirunferéncia unitdria AB é dado
por 3 (a+ b+ c— abe).

. A G ) . , ab(c+d)—cd(a+b
e Dados A, B,C, D na circunferéncia unitdria, a intersec¢io de AB com CD ¢ %.

2ab

o A intersec¢ao das tangentes a circunferéncia unitdria por A e B € dada por ;5%.

O primeiro ponto é simplesmente o que obtemos do teorema ?? substituindo @ = % eb= %.
O mesmo para o segundo ponto. O terceiro ponto é o primeiro que ilustra uma importante ideia
ao fazer complexos. A projecdo p de ¢ em ab obedece a pc L ab e p,a,b sdo colineares; isto vai

dar-nos duas equacOes a relacionar p com p, e resolvendo-as como se fosse um sistema nessas duas

varidveis tiramos uma féormula para p. Como p,a,b sao colineares, p = %. Por outro lado,
g%; = —g—:% = ab. Substituindo a expressao para P, temos
p—c _ 1 _
ab = T m—— Sa+b—p—abp=p—cep= §(a+b+c—abc).
b €

Observe-se que ao aproximar um ponto C' de um ponto A, a recta AC degenera para a tangente a
circunferéncia unitaria. Assim, podemos deduzir a ultima féormula da peniltima igualando algumas
variaveis! O préximo teorema da férmulas bastante simples para o baricentro e ortocentro do

triangulo.
Teorema 2.4. e O baricentro G de um triangulo [ABC| é dado por g = %Hc.

e Dado um triangulo [ABC|] com circuncentro O e ortocentro H, tem-se h+ 20 =a+ b+ c.
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O primeiro é mais do que conhecido na forma vectorial. Quanto ao segundo, é uma consequéncia
directa da recta de Euler, pois O‘ﬁ = 30? déd-nos h —o=a+ b+ ¢ — 30, 0 que é o que queremos.
Também a poderiamos deduzir directamente supondo sem perda de generalidade que a a, b, ¢ estao
na circunferéncia unitéria (porque é que o podemos fazer?) e usando as férmulas de 77.

Vamos agora a um critério para quadrilateros ciclicos e, apds isso, uma férmula para a area de

um triangulo.
Teorema 2.5. Eriste uma circunferéncia que passa por A, B,C, D se e so se

a—c a—d

: e R.
b—c a-—c

Teorema 2.6. Um triangulo [ABC] tem drea orientada igual a

la @ 1
b1
4

c ¢ 1

O Teorema 7?7 é apenas arco-capaz e a féormula para o angulo e pode ser escrito também com
conjugados (pois, recorde-se, z € R se e s6 se z = Z). A férmula para a drea é deduzida a partir da
férmula andloga em analitica.

O proximo teorema déa-nos uma forma de abordar problemas que envolvam pontos médios dos
arcos, bissectrizes e incentros. Este é um assunto um pouco delicado por um simples motivo. O
ponto médio do arco AB é uma das intersecgoes da mediatriz de [AB] com a circunferéncia, e é

2 = ab; no entanto, existe dois pontos que obedecem a isso e nio

facil ver que este obedece a m
podemos simplesmente tirar a raiz quadrada (em geral tirar raizes quadradas em complexos nao é

boa ideia pois nao ha forma de distinguir as duas raizes), mas vamos ver como dar a volta a isso.

Teorema 2.7. Sejam A, B,C pontos na circunferéncia unitdria. Entao existem complexos u,v,w

tais que a = u?,b = v?,c = w? e se tem o sequinte:

e Os pontos médios dos arcos BC,CA, AB que nao contém os vértices opostos sao —vw, —uw, —uv,

respectivamente.

e Os pontos médios dos arcos BC,CA, AB que contém os vértices opostos sdo vw,uw, uv,

respectivamente.

e O incentro de [ABC| € dado por —(uv + vw + wu).

Por fim, vamos a algumas féormulas finais pouco relacionadas.

Teorema 2.8. o A mediatriz de [AB] tem equagdo x(a — b) — T(a — b) = aa — bb.
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Dado um triangulo [ABC| arbitrdrio, o seu circuncentro é dado por

a aa 1 a a 1
b bb 1/:|b b 1
c cc 1 c ¢ 1

ad—bc
a+d—b—c”

O centro da roto-homotetia que envia [AB] em [CD] € dado por

Dados pontos A, B,C,A’, B',C" na circunferéncia unitdria, as rectas AA’, BB ¢ CC’ con-
correm se e SO se

(a—V)b-C)c—d)=(a—)b—d)(c-1).

)
W=

O inverso de z relativamente o circunferéncia unitdria €

Antes de nos dedicarmos a destruicao de problemas, uma pequena nota sobre como “interiorizar”
estas férmulas. Nao é de todo aconselhdvel tentar fixar todas as férmulas de uma vez. Antes de
tudo, é preciso compreender bem 7?7 e perceber como isso implica 77. E também uma boa ideia
que o leitor tente deduzir as férmulas, pois torna-se mais facil fixa-las e, se em prova precisar de as
deduzir novamente, vai conseguir fazé-lo rapidamente. Um método que aparenta ser bom é resolver
alguns problemas com estas paginas ao lado, e aquilo que precisa de saber vai “entrando”.

A maior parte destes resultados (tirando talvez os tltimos) podem ser considerados conhecidos.
No entanto, numa competicao é sempre boa ideia enunciar todas as formulas que estiver a utilizar

e, de preferéncia, caso o tempo o permita, dar pelo menos uma ideia da demonstracao.

2.2 Os Problemas

Vamos agora finalmente ver como podemos resolver problemas com complexos, aplicando as férmulas
acima. O primeiro problema mostra como podemos usar o facto de rotagoes serem simples com
complexos. A multiplicacdo de um complexo por e'® corresponde geometricamente a rotacao desse

complexos pela origem com um angulo a no sentido directo.

Problema 12 (TST Jugoslavia 1992). Seja [ABC| um triangulo e consideremos pontos tais que
[AIHC], [AFGB] e [BDEC] sao quadrados. Sejam P e Q pontos tais que [BGPD] e [CHQE]

sao paralelogramos. Mostra que o triangulo [PAQ)] € isdsceles e rectangulo.

Solugao. Este problema é ideal para complexos. As rotacoes sdo todas ficeis de trabalhar, bem
como o paralelogramo. E a prépria condi¢ao que queremos provar pode ser vista como uma rotagao!
Vamos supdr que os vértices A, B, C estao dispostos no sentido directo. Entdo uma rotagdo em torno
de B com angulo 3 no sentido directo envia A em G. Como 'z = i, isso significa que b—g = i(b—a),
ou seja, g = b(1 — i) +4a. Uma rotagao com angulo de § em sentido inverso em torno de C' envia

i

Aem H, e como e '2 = —i temos ¢ — h = —i(c — a), isto é, h = ¢(1 + i) — ia. Analogamente
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e=c(l—i)+ibed=0b(1+1)—ic. Como [BGPD] éum paralelogramo, p=g+d—b=>b+ia—ic

e ¢ = c+ib —ia. Resta agora provar que uma rotacao em torno de A com angulo 7 envia P em
Q. Mas isso é facil, pois i(p — a) = i(b+ ia —ic —a) = ib—a + ¢ — ia = q — a, terminando o

problema. ]

Neste primeiro problema nao houve realmente grandes contas. Além disso, também nao esco-
lhemos nenhum referencial em especifico para fazer as contas. Como vamos ver, muitas vezes vamos
escolher um referencial tal que a circunferéncia unitdria seja importante para podermos usar 77.

O proximo problema é um exemplo disso mesmo.

Problema 13 (IMO Shortlist 1998). Seja [ABC| um triangulo com ortocentro H, circuncentro O
e circunraio R. Sejam D, E, F as reflexoes de A, B, C pelas rectas BC,C A, AB, respectivamente.

Mostra que D, E, F sdo colineares se e sé se OH = 2R.

Solucdo. Sem perda de generalidade suponhamos que a circunferéncia circunscrita ao triangulo
[ABC] é a circunferéncia unitaria (porque é que o podemos fazer?). Entdaoo =0, R =1e h = a+b+c

por ??. A condi¢gao OH = 2R torna-se agora muito ficil de trabalhar, e é equivalente a

- 1 1 1
A= lh—of = (a+b+¢)(@+5+2) = (a+b+o) (a+b+c>,

Expandindo e eliminando os denominadores, isso é o mesmo que

abe = a’c + b?a + b+ Fa+ d®b+ Ve (1)

Vamos apenas parar um pouco para garantir que nao nos engandmos com nada. Primeira

coisa que podemos verificar é que a expressao é simétrica, como seria de esperar. Além disso, é
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homogénea; e de facto nao faria sentido nao ser, pois se multiplicarmos tudo por e'® estamos a

rodar toda a figura em torno da origem, e portanto é conveniente que OH = 2R se continue a
verificar.

Vamos agora trabalhar a outra condigao, e para isso temos de calcular d, e, f. Como podemos
fazé-lo? Sendo D’ a projecao de A em BC, sabemos que d’

= % (b+c+a-— %) Mas é claro que D’
é o ponto médio de [AD], logo d =2d' —a = b+c— %; analogamente e = a+c— G e f =a+b— %b.
Apenas temos de verificar que a expressao acima é equivalente a % = %, por isso maos a obra.
Vamos simplificar d — e:

a b

_ (b—a)(ab—bc — ca)
ba B ba '

Aqui devemos notar que a expressao ter factorizado nao é por acaso nem é surpreendente. Os

d—e= <b+c—bac> ~(ate-)=(b-a)- (bc ac>

(b—a)— c(b—a)(b+a)

pontos D e E “correspondem” a A e B, respectivamente; como tal, quando a = b temos de ter
d = e, o que forca a factorizacdo. KEstas factorizagOes sdo essenciais para manter as contas nao
demasiado grandes (e por vezes sem elas tornam-se mesmo insuportaveis). Além disso, permitem

que depois certos factores cortem. Voltemos ao problema. Ainda precisamos de simplificar d — €,

111

mas como temos d — e ¢ s6 conjugar essa expressao, ou seja, substituir todos os a,b,c por ;, 3, <,
respectivamente. Ou seja,
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d—
d—

T
o

. . _ c(ab—bc—ca) ~
Agora temos praticamente tudo, pois £=£ = ————.—p ~ € uma expressao analoga para

~

ETJ
ol
|

Por fim, D, E, F' sdo colineares se e s6 se

c(ab — bc — ca) b(ac — bc — ba)

c—a—2>b T b—a-—c

Expandindo esta tltima expressao com cuidado e cortando os termos iguais ela é equivalente a

a’c® — a®b? + 2ab*c — 2abc® + ac® — ab® +bc® —bPc=0. (2)

Mas esta nao é a (1)! Serd que nos engandmos? Serd que afinal o problema é falso? A expressao
(2) nem sequer tem o mesmo grau, e nem é simétrica. No entanto, ainda nem tudo estd perdido;
talvez apenas precisemos de factorizar (2) para nos aparecer (1)! Como (2) tem grau 4 e (1) tem
grau 3, provavelmente (2) vai ser simplesmente (1) a multiplicar por qualquer coisa de grau 1.
Notemos que (2) é quase simétrica em relagao a b e ¢, e de facto ao trocar as duas, a expressao
do lado esquerdo troca de sinal; isso dé-nos logo uma pista de que o factor extra serd algo como
b— cou b+ ¢, e notando que se b = ¢ temos (2), de certeza que apenas temos de factorizar retirar

o factor b — ¢! Vamos ao trabalho:

(2) & —a?(b—c)(b+ c) + 2abe(b — ¢) — a(b — ¢)(b* +be+¢*) —be(b—c)(b+¢) =0
& (b—c)(—a*b — a*c + 2abc — ab® — abc — ac® — b*c — ¢*b) = 0

& (b—c)(a*c+ b%a+ b+ Fa+ a?b+ b*c — abe) = 0.

Aquilo que fizemos para factorizar a expressao foi juntar termos que usem b e ¢ de forma
simétrica (coisa que j4 tinhamos feito quando expandimos) e aplicar as factorizacdes b* — ¢ =
(b—c)(b+c) e b3 —c = (b—c)(b? + bc+ c?) para extrair o factor b—c. Agora sim, termindmos, pois
é obviamente impossivel ter b = ¢ (uma vez que B # (), logo (2) é equivalente a que a expressao

dentro dos parénteses seja 0, e isso é precisamente (1). ]

Essencialmente o que fizemos neste problema foi calcular os pontos, escrever as condicoes que
queriamos provar ser equivalentes e, apds isso, mostrar que de facto sao equivalentes. Este tltimo
passo nao foi imediato e tivemos de factorizar uma das condigoes; em geral, verificar se uma
expressao factoriza (por exemplo em coisas simples como b — ¢ ou b + ¢) é boa ideia e torna as
contas menos mas, ou possiveis.

Outra forma de fixarmos a circunferéncia unitaria é no incirculo de um triangulo ou quadrilatero.
Nesse caso as nossas varidveis nao sao os vértices mas sim os pontos de tangéncia, e calculamos os

vértices com a iltima forma de ?77. Vejamos um exemplo disso.

Problema 14 (Ibero 2006). Seja [ABCD] um quadrildtero que tem uma circunferéncia inscrita
p. A circunferéncia ¢ tangencia AD e CD em P e Q, respectivamente. Seja M o ponto médio da
corda [XY] definida por BD em ¢. Mostra que ZAMP = ZCMQ.
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Solugao. Sejam R e S os pontos de tangéncia de C'B e BA, respectivamente. Seja ¢ a circunferéncia

o < 2 2 2 2 .
unitdria. Vamos escrever tudo em funcao de p,q,r,s: a = =L b= LL ¢ = 20T o = =PL. 3]ém

s+p’ p+q’ q+r p+q’
disso @ = ]% e relacoes analogas para os outros. Vejamos primeiro que a condicao dos angulos é
trabalhével se soubermos como calcular m. De facto, e?4AMP — m=a . M=p ¢ (i/QMC _ m=q . m=c,

m—c’

3
al

m—a ' m—p

desse modo, o problema é equivalente & igualdade das duas expressoes, ou seja, a

m—a m—c m-—p m-—gq

(1)

Vamos entao calcular m; a abordagem natural é calcular x e y e depois encontrar o seu ponto

m—a m—¢ m—p M—q

médio. Como x estd na em @, T = %, e x é colinear com b e d, ou seja:

r T 1 )
b b 1 :0<:>x(5—3)—;(b—d)Jr(bE—dE):O.
d 1

Ou seja, = é uma raiz da equacio quadratica z2(b—d) — x(db—bd) + (d—b) = 0. E agora, o que
fazemos com uma quadratica? E claro que hé duas raizes, e elas sao exactamente x e y. Poderiamos
usar a férmula resolvente para as calcular, mas isso nao parece nada agraddvel, além de tirar raizes
quadradas nos complexos ser um assunto complicado. Mas nds apenas queremos calcular m = %ry,
e podemos tird-lo directamente da equagao quadratica com as férmulas de Viete! De facto, a soma

das raizes é %. Claro que ainda temos de escrever isto em termos de p, q,r, s:
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- =2 2 2 2
:x—i—y:db—bd:ﬁ'm—ﬁ'm: pq — ST
2 b—d Q(L_L> ptqg—s—r
s+r pt+q

Para provar (1) agora convém-nos simplificar m — a,m — ¢,m — p,m — q. Os dois tltimos sao,

a partida, mais simples, e de facto

_pg—sr—ppta—s—r) —p’—srtpstpr _ —(p—s)(p—r)

m—p = =
p+qg—s—r P+q—s—r p+q—r—s
Assim que escrevemos o numerador, a factorizagdo torna-se absolutamente evidente. Con-
. : — —q(p=s)(p—r) m—p __  plgrs+prs—pgs—pqr)
jugando isto, m — p = D(@rstprs—pas—par)’ pelo que " = T — . Analogamente

%:g — q(qr;?pplziﬁ‘fgpqr), e portanto o lado direito de (1) é W
Vamos entao agora ao m — a:
2 2 2 2
_ pq—sr 2ps  pTq—1s” —2p°s —pqs + 2ps” + psr
p+q—s—r p+s p+qg—s—7r)p+s)

A expressao no numerador parece demasiado assimétrica, mas podemos ter alguma esperanca
de a factorizar; por inspecao vemos que se p = s o numerador é 0, por isso vamos factorizar p — s
dessa expressao: o numerador é igual a 2ps(s —p) +rs(p —s) +pg(p —s) = (p — s)(pg +rs — 2ps).

Desse modo, conjugando e cortando os factores iguais

—(pq + rs — 2ps)(qrs + prs — pgs — pqr)
(pg+rs—2qr)(p+q—r—3)

m-—a
m—a

Analogamente

m—b _ —(pg+rs—2qr)(qrs + prs — pgs — pqr)
m—b (pg+rs—2ps)(p+q—r—s) ‘
Multiplicando estas duas expressoes e comparando com a do lado direito, temos (1), resolvendo

o problema. 0

Este problema apenas envolveu uma ideia um pouco obscura, nomeadamente usar formulas de
Viete para calcular m. Se temos dois pontos x e y que sdo dados pelas raizes de um polinémio
quadratico, por exemplo as intersecgoes de duas circunferéncias ou de uma circunferéncia e de uma
recta, nao é boa ideia calcula-los explicitamente, mas se quisermos criar novos pontos de forma
simétrica a partir de = e de y apenas precisamos de saber x + y e xy, que nos sao dados pelas
férmulas de Viete. De resto foi apenas escrever a condigdo dos angulos serem iguais (e isto é
importante: angulos sao coisas possiveis em complexos!) e fazer as contas; estas foram o habitual,
ir fazendo as coisas com cuidado e factorizar sempre que possivel.

Vamos agora a mais um problema. Este, a primeira vista, nao parece nada indicado para
complexos: tem angulos, razoes entre segmentos e nao anda a volta de uma circunferéncia, mas

vamos ver como aqui complexos funcionam tao bem que o problema parece feito para os usar.
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Problema 15 (IMO Shortlist 1998). Seja [ABCDEF] um hexdgono convezo tal que ZB + £D +
LF =21 e

AB CD EF _,
BC DE FA

Prova que

BC AL TD_
CA EF DB

Demonstragcdo. A nossa Unica esperanca de resolver o problema com complexos é conseguir de
alguma forma simplificar as duas condigoes de forma agradavel. Vamos ver o que acontece ao

escrever a condicao dos angulos:

b—a d—c f—e

| — i(¢BrsDvsr) _ Tomal Jd=d Tr—el _ _a—b c—d e—f (1)
- T~ b—c d—e f—a _ _ _a
pd e T 07¢ dme S
A ultima igualdade vem de g;g-%'% = 1 escrito na forma de mddulos. Ou seja, esta igualdade

incorpora as duas condigoes do problema, é simples e simétrica (e o leitor pode verificar que é mesmo
equivalente as duas originais)! Queremos provar que |(b—c)(a—e)(f —d)| = [(c—a)(e — f)(d —b)|
(2). Nao é totalmente 6bvio como proceder agora, e expandir estraga a simplicidade. Como tanto
(1) como (2) sado igualdades que envolvem diferencas entre pontos, vamos simplificar as coisas
substituindo z = a—bu=b—-—c,y=c—d,v =d—e,z =e— f,w = f —a. Nesse caso (1) é
simplesmente xyz = —uvw; além disso facilmente vemos que z +y + 2z +u + v +w = 0 e dados
x, Yy, z,u, v, w existem a, b, ¢, d, e, f que respeitem essas igualdades se e sé isso acontece.
Observe-se agora que z+w=e—a,v+z=d— f,r+u=a—ceu+y=b—d. Como tal, (2) é
equivalente a |u(z +w)(v+2)| = |2(x +u)(u+y)|, ou seja, expandindo, |uzv + uz? + uzw + vvw| =

|zzy + zou + 2u? + zuy|. O aparecimento de wvw do lado esquerdo e de zyz do direito leva
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a conjecturar que as coisas dentro dos mddulos sdo de facto simétricas, para que estes cortem.

Assim, torna-se facil ver como terminar, e de facto temos

uzv +uz? +uzw +uvw = vow +uz(v+z+w) = —xyz —uz(z+y+2) = —(zoy + zou+ 2u® + zuy).
Tomando mddulos, temos o que queriamos. ]

A principal licdo a retirar deste problema é que complexos sdo uteis quando hé muita simetria.
Além disso, substitui¢oes para simplificar as expressdes sao também muito tteis.

Vamos agora a um ultimo problema. Este problema nao parece de todo fazivel com complexos
e é um bom exemplo de como observacoes sintéticas e fazer as contas pela “ordem certa” podem

ser cruciais.

Problema 16 (IMO Shortlist 2011). Seja [ABC] um tridngulo com circuncirculo Q. Sejam By e
Co os pontos médios de [AC| e [AB], respectivamente, seja G o baricentro de [ABC| e seja D o pé
da altura relativa a A. Seja w uma circunferéncia que passa por By e Cy tangente a 2 num ponto

X # A. Prova que os pontos D, G e X sao colineares.

Solug¢do. Ao tentar abordar este problema com complexos, o ideal seria conseguir obter uma férmula
para o x. Mas aparentemente isso nao é nada agradavel. Como é que o poderiamos fazer? Sendo
M o circuncentro de [ByX Cy] a condicao da tangéncia é equivalente a O, M e X serem colineares
onde O ¢é o circuncentro de [ABC|, que pode ser escrita nos complexos (escolhendo, como sempre,
um referencial em que o circuncentro de [ABC] é a circunferéncia unitaria) como £ = %&. Além

disso podemos escrever m usando o teorema 2.8 (e notando que T = 1):

x 1 1] |2 =
m = bo bo% 1] : bo % 1.
co copco 1 co ¢y 1

E devido as propriedades do determinante, temos

z T 1 z x 1 z T 1

bo bo 1| =1bp bo 1|=—1]bp by 1

co ¢ 1 cg co 1 co ¢ 1
Deste modo, a condicao £ = = fica reduzida a

x 1 1] |z 1 1
- - b() bo% 1] : bo bo% 1 (*)

cy coco 1 co cpco 1

88

Infelizmente, apds substituir T = % vamos obter uma equacao de segundo grau em z. Como ja

observamos uma vez, quadraticas nos complexos nao sao um assunto nada agradavel e preferimos
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manter-nos longe delas. Entao precisamos de alterar um pouco a abordagem. Uma ideia seria, em
vez de provar que X, D, G sao colineares, provar que [ByY Cy] é tangente ao circuncirculo de [ABC]
onde Y é uma das intersecgoes de DG com o circuncirculo. Novamente temos duas intersecgoes e
isso é um problema; e aqui é que entra uma ideia sintética importante. Uma homotetia centrada
em G de factor —2 envia a circunferéncia dos 9 pontos de [ABC|] no circuncirculo de [ABC|; como
D estd na circunferéncia de 9 pontos, D é enviado para um ponto Z no circuncirculo; este é uma
das interseccgoes, mas é facil ver que nao é a que queremos. Além disso, sendo Ag o ponto médio
de [BC] sabemos que Aj é enviado para A, e portanto pelas propriedades das homotetias tem-se

AZ||ApD = BC'. Assim é facil calcular z, pois pelos Teoremas 2.2 e 2.3 ficamos com az = be, ou

seja, z = %; agora ja é possivel, e até simples, calcular y! Como g = 7a+§+c estd na corda yz o
Teorema 2.3 diz que

G=TTY=9 ab+bc+ca y+ % — adhe oy a(3bc — a* — ab — ac)

97 yz 3abe B bey Y= Tab+ be+ ca — 3a2

a

A primeira passagem resumiu-se a substituir g e z e a segunda foi apenas resolver a equacao
em ordem a y (o leitor é aconselhado a fazé-lo e a verificar a resposta). Para terminar, precisamos

apenas de mostrar que y satisfaz de facto (), portanto vamos calcular e simplificar o determinante

que aparece no lado direito usando by = “TJ“b ecy= ‘%C
Y 1 1
bo bobo 1| = y(bobo — coco) — (bo — co) + boco(T — bo)
co coco 1

_ ((a+b)2 (a+c)2> <a+b a+c)+(a+b)(a+0) <a+c a+b>

—Y 4ab 4ac 2 2 4 2ac 2ab

c(a+b)? —bla + c)? +c—b+ (a+b)(a+c)b—c)
2abc 2 8bc

Uma vez mais, procurar factorizacoes é fundamental, e é relativamente 6bvio que a primeira
parcela, tal como todas as outras, é divisivel por b — ¢. De facto, c(a +b)? —b(a +¢)? = ca? + cb® —
ba? —bc? = (a® — be)(c —b). Substituindo na expressao, limpando os denominadores e factorizando

¢ — b temos entao

Y 1 1
by boby 1| = ;_bb (2y(a® — be) + 4abe — a(a + b)(a + ¢))
cp coco 1 e
_c—b (2y(a2 — be) + a(3be — a® — ab — ac)) .
8abc

E quase magicamente apareceu-nos a(3bc — a? — ab — ac), que é o numerador de y. Poderfamos

nao ter notado imediatamente nisso, substituir a expressao para o y e continuar o trabalho, mas se

23



Brute force em Geometria

escrevermos a(3bc — a? — ab— ac) como y(ab+ bc+ ca — 3a?) podemos por o y em evidéncia, ficando

com

Y 1 1
I _¢- 2 a2
b() bobo 1| = Sabe (2y(a bC) + y(ab + bc+ ca 3a ))
cop cocg 1
(c—b)y 2 y(c—b)(b—a)(a—c)
=" (b —a? —be) =
8abc (a tac—a c) 8abc
Agora um célculo facil mostra que (c=b) (g;lfc Na—o) _ _ (Cfb)(gaf;c ) (afc), de onde se conclui imedi-
atamente que y satisfaz (), resolvendo o problema. O

2.3 Problemas propostos

Existe uma quantidade bastante grande de problemas que podem ser resolvidos utilizando comple-
xo0s, alguns deles faceis mas outros nem tanto. Uma colecao bastante abrangente de tais problemas
(com solugoes escritas) pode ser encontrada no PDF “O.T.M Complex Numbers in Geometry”;

aqui deixamos alguns, a maioria dos quais pode até ser encontrada nesse PDF.

Problema 17 (Recta de Simson). Seja [ABC P| um quadrildtero ciclico e sejam X,Y, Z as projecies
de P em [BCI,[CA], [AB], respectivamente. Prova que X,Y,Z sao colineares.

Problema 18 (Teorema de Newton). Dado um quadrildtero [ABCD] com uma circunferéncia
inscrita, sejam M e N os pontos médios de [AC] e [AB], respectivamente. Mostra que o incentro
de [ABCD] estd na recta MN.

Problema 19 (IMO 2000). Seja [A1A2As] um triangulo acutingulo. Os pés das perpendiculares
por A; sao K; e o incirculo de [A1A2As] toca o lado oposto a A; em L;. A recta K;K; € reflectida
na recta L;L; e dd origem a recta s; ;.

Mostra que as rectas s1,2, 52,3, 53,1 se intersectam duas a duas no incirculo.

Problema 20 (ISL 2006). Pontos Ay, B1,C) sao escolhidos nos lados [BC], [CA], [AB] de um
triagngulo [ABC|, respectivamente. Os circuncirculos dos triangulos [AB1C1],[BC1A1], [C'A1B]
instersectam o circuncirculo de [ABC] novamente nos pontos Ag, Ba,Ca, respectivamente (Ay #
A,By # B,Cy # C). Pontos As,Bs,C3 sao simétricos a Ay, B1,C1 relativamente aos pontos
médios dos lados [BC|, [CA], [AB], respecivamente. Prova que os triangulos [A3BoCs] e [A3B3Cs)

sao semelhantes.

Problema 21 (Balkan 2014). Seja [ABCD] um trapézio inscrito numa circunferéncia I' com
diametro AB. Seja E a intersec¢do das diagonais AC e BD. A circunferéncia com centro B e
raio BE intersecta T' nos pontos K e L (onde K estd no mesmo lado de AB que C). A recta
perpendicular a BD por E intersecta CD em M. Prova que KM ¢€ perpendicular a DL.
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Problema 22 (ISL 2013). Seja [ABCDEF] um hexdgono convero com AB = DE, BC = EF,CD =
FA e /A—/D=/E—/B=/C—ZF. Prova que as diagonais AD, BE e CF sdo concorrentes.

Problema 23 (China 1998). Dados 3 pontos A, B,C, encontra o lugar geométrico dos pontos D

que verificam

DA x DB x AB+ DB x DC x BC+ DC x DA x CA=AB x BC x CA.
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3 'Trigonometria

Trigonometria é uma forma por vezes muito inteligente de fazer brute force, e é aplicivel num

grande nimero de problemas.

3.1 Brincando com a Lei dos Senos

A Lei dos Senos serd o o nosso principal instrumento enquanto trabalharmos com trigonometria.
Nesta subseccao vamos mostrar como aplicar a Lei dos Senos de forma relativamente “bonita”, isto
é, sem precisarmos realmente de manipular identidades com razoes trigonométricas.

Vamos comegar por enunciar este precioso teorema:

Teorema 3.1 (Lei dos Senos). Seja [ABC]| um tridingulo com circunraio R, sejam o = CAB,
ﬁ:AEC esz@A, a=BC, b= AC, c= AB. Entdo

a b c _9R

sinac sin 8 - sin -~y
Demonstragao. Seja M o ponto médio de [BC]. Pelo Teorema do Arco Capaz é ficil ver que

COM = a, onde O é o circuncentro de [ABC], e portanto CM = Rsin«. Analogamente, BM =

Rsina, pelo que a = 2R sin «, ou seja

a
) sina

O

= 2R. As outras igualdades sao andlogas.

Qual a utilidade deste teorema? Ele permite-nos converter razoes entre comprimentos em
razoes entre senos, o que pode permitir transformar problemas de geometria em identidades trigo-
nométricas, como veremos mais adiante. Mas também pode ser usado de maneira relativamente
elegante, como vamos ver nos proximos exemplos.

Uma consequéncia simples da Lei dos Senos é o Teorema da Bissectriz Generalizado:

Teorema 3.2 (Bissectriz Generalizado). Seja D um ponto no lado [BC]' do tridangulo [ABC].
Entao, R
@ B @ sin(DAB)
CD AC sin(CAD)
Demonstragdo. Temos, pela Lei dos Senos no triangulo [ABD],
BD AB
sin(DAB)  sin(BDA)’

e, analogamente, pela Lei dos Senos no triangulo [DC A],
cb  AC
sin(C’ﬁD) sin(CgD) .

Dividindo estas duas igualdades e usando o facto de que sin(BDA) = sin(ADC) (pois os dois

angulos sdo suplementares), temos o pretendido. O

1Usando comprimentos/angulos orientados podemos generalizar isto para qualquer ponto na recta BC.
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Note-se que no caso em que DAB = CED, temos o Teorema da Bissectriz normal.

E fécil ver que um ponto no lado [BC] (ou na recta BC, se considerarmos distancias orien-

tadas) fica completamente determinado pela razao BD ' Entao obtemos que uma ceviana AD é

R CD"
sin(DAB)

completamente determinada pela razao =——===2. Temos a seguinte consequéncia “algébrica’:
sin(CAD)

sina __ sinc

Lema 3.3. Se a,b,c,d €]0,n[ sio reais tais que a +b=c+d e 53¢ = 325 entdo a =c e b= d.

Um outro exemplo de um resultado util que é consequéncia da Lei dos Senos é o Teorema de

Ceva Trigonométrico:

Teorema 3.4 (Ceva trigonométrico). Sejam D, E, F pontos nos lados [BC|, [AC] e [AB], res-

pectivamente, do triangulo [ABC]. Entao as rectas AD, BE e C'F sdo concorrentes se e so se

sin(CAD) sin(ABE) sin(BCF)

= = — =1.
sin(DAB) sin(EBC) sin(FCA)
Demonstragdo. Se as rectas AD, BE e C'F sao concorrentes num ponto P, entao temos % =
sin(BCP) _ BP . . sin(CAD) _ CP _ sin(ABE) _ AP T
sn(PBC) — CP’ pela Lei dos Senos. Analogamente, @n(FCA) — AP e sn(DAB) — BP" Multiplicando

estas trés igualdades,

sin(CAD) sin(ABE) sin(BCF) BP CP AP

el |
sin(DAB) sin(EBC) sin(FCA) CP AP BP

como pretendido.

Suponhamos agora que esta igualdade se verifica e sejam P = BENCF e D' = AP N BC.
sin(CAD') ) sin(ABE) . sin(BCF) sin(CAD) )

Enta 1 jA provam im = = = ~
tao, pelo que ja provamos acima, sin(D’AB) sin(EBC) sin(FCA) sin(DAB)

= 1; por outro lado,

sin(ABE) . sin(BCF)
sin(EBC) sin(FCA)

=1, logo
sin(CAD')  sin(CAD)

sin(D’AB)  sin(DAB)

e isto implica D = D’ pelo que vimos atras (pelo Lema ??, por exemplo). Assim, AD, BE e CF

concorrem em P. ]
Vamos agora atacar um problema “a sério”, o G3 da Shortlist de 2007.

Problema 24 (IMO Shortlist 2007). Seja [ABCD] um trapézio tal que AD € paralela a BC. As
diagonais AC e BD intersectam-se em P. O ponto QQ estd entre as rectas paralelas AD e BC e é
tal que A@D = C’@B, e a recta C'D separa os pontos P e (). Mostra que B@P = DA\Q

Solugao. Comecemos por observar que o problema é simétrico nas rectas AD e BC' (se “trocarmos”
A com B e C com D, o desenho fica 0 mesmo). Entao, se se verifica sempre B@P = D/TQ, também
serd, analogamente, verificado P@A = QEC’ .
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A principio, esta observacao parece pouco ttil. Mas notemos que a soma destas duas igualdades

analogas é muito ficil de provar com angle-chasing:

BQP + PQA = DAQ + QBC < BQA = DAQ + QBC
&7 — QAB— ABQ = (DAB — QAB) + (ABC — ABQ)
& DAB+ ABC =1

o que é verdade pois AD e BC sdo paralelas.

E agora? Para que nos é util esta igualdade? A verdade é que usar a Lei dos Senos é agora
sin(BQP) _ sin(DAQ),
sin(PQA) ~ sin(QBC)’

Pelo Teorema de Ceva Trigonométrico no triangulo [ABQ)], usando as cevianas concorrentes
AC, BD, QP, temos

muito sugestivo: pelo nosso valioso Lema 77, basta-nos provar que

sin(B@P) ' sin(QA\C) ‘ Sin(AED) -1
sin(P@A) sin(szl\B) sin(DgQ) -

Logo, R R ~
sin(BQP) _ sin(CAB) sin(DBQ) ()
sin(PQA) a sin(QAC)  sin(ABD)
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e temos, pela Lei dos Senos nos triangulos [ACQ)] e [CAB],

—

. ~ sin(CAB) _ sin(ABC) . ~
sin(CAB) ( BC ) BC ( AC ) _ sin(ABC)
sin(QAC) (m%@) ‘co (m@A)) T sin(COA)

JE

S

e pela Lei dos Senos no triangulo [BCQ)], isto fica

~

sin(CAB) _ sin(ABC) sin(CQB)

~ =~ ~

sin(QAC)  sin(CQA) sin(QBC)

Analogamente, R R R
sin(ABD)  sin(DAB) sin(AQD)

sin(DBQ)  sin(BQD) sin(DAQ)

Dividindo estas duas equagoes e substituindo em (?7?), obtemos finalmente

sin(B@P) sin(AEC) . sin(B@D) ' sin(C@B) . sin(D/TQ)

sin(PQA)  sin(DAB) sin(CQA) sin(AQD) sin(QBC)’

Agora estamos quase: note-se que DAB + ABC = m, logo sin(A§C) = Sin(DA\B). Além
disso, A@D = C’@B, logo sin(A@D) = sin(C@B); e esta igualdade de angulos implica ainda
C@A = B@D, logo sin(C@A) = sin(B@D). Portanto,

sin(BQP) B sin(DAQ)

sin(PQA)  sin(QBC)

e, pelo que vimos atrds, isto conclui o problema ]

Nestes exemplos nao fizemos uso de nenhuma propriedade especial do seno: na verdade, s6

precisdmos do facto de que existe uma funcao f : R — R tal que, em qualquer triangulo [ABC],
BC _ _AC _ _AB < : : =
HCAD) = FABO) — FBOA" Nem sempre serd assim, e por vezes teremos de fazer manipulacoes

algébricas envolvendo as férmulas do seno/co-seno da soma/diferenca.

3.2 Trigonometria pesada

Aqui é que as coisas se tornam mais feias. Vamos precisar de fazer grandes manipulagoes algébricas

envolvendo razoes trigonométricas, e para tal precisaremos de algumas identidades.
Facto 3.5. Tém-se as identidades:

e sin(a + b) =sinacosb+ cosasinb.

e sin(a — b) =sinacosb — cosasinb.

e cos(a+b) = cosacosb — sinasinb.

e cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb.
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__ tana+tanb
* tan(a + b) ~ l—tanatanb"

_ _tana—tanb
* tan(a - b) ~ l+tanatanb”

Alguns casos particulares destas identidades sdo de destacar: por exemplo, tem-se sin(2z) =
sin(z + x) = 2sinz cos x e cos(2z) = cos(x + x) = cos?(x) — sin?(z); usando sin?(z) + cos?(z) = 1,
isto fica cos(2z) = cos?(z) — (1 — cos?(z)) = 2cos?(z) — 1. Além disso, destas identidades podemos

obter outras, que nos serao uteis para provar grandes identidades trigonométricas.
Facto 3.6 (Identidades que transformam produtos em somas). Tem-se:
e sinasinb = 1(cos(a — b) — cos(a +b)).

e cosacosb = 5(cos(a —b) + cos(a +b)).

D=

e sinacosb = i(sin(a + b) + sin(a — b)).

Estas identidades sdo faceis de obter como consequéncia das do Facto ??7. Por exemplo,
sinasinb — (cosacosb+sinasinb)—(cosacosb—sinasinb) _ 1

2 2
tidades deduzem-se de forma semelhante. Por vezes saber como se obtém estas identidades é uma

(cos(a — b) — cos(a + b)), e as outras iden-

estratégia melhor do que memoriza-las todas. O mesmo vale para as seguintes:

Facto 3.7 (Identidades que transformam somas em produtos). Tem-se:

s (%2
5 (%

2
cosa + cosb = 2 cos (L-H)) COS (aT—b)

e sina +sinb = 2sin(

\+ w\
@‘

) cos (452).
457) cos (452).

e sing —sinb = QSin(

2
e cosa — cosb = 2sin (“TH’) sin (bfTa)

A ideia da prova destas identidades é escrever a = z + y, b = x — y e usar as identidades
de ?7?7. Nesse caso temos r = “Ter ey = ; para a primeira identidade, por exemplo, temos
sina 4 sinb = sin(z + y) + sin(z — y) = 2sinz cos y.

Por fim, uma identidade bonita e muito especial:
Facto 3.8 (Identidade de Arala-Moreira). Tem-se a identidade
sin?(x) — sin®(y) = sin(z + y) sin(z — ).

Por vezes é ttil conhecer algumas férmulas trigonométricas para distancias num tridngulo.
Algumas destas estao incluidas no Apéndice 77.
Vamos destruir um problema de um TST americano com trigonometria para exemplificar as

ideias gerais deste tipo de abordagem.
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Problema 25 (TST EUA 2014). Seja [ABC| um triangulo acutingulo, e seja X um ponto no
menor arco BC da sua circunferéncia circunscrita. Sejam P e () as projeccoes ortogonais de
X sobre as rectas CA e CB, respectivamente. Seja R a interseccio da recta PQ com a recta
perpendicular a AC por B. Seja l a recta que passa por P e € paralela a X R. Prova que, quando

X waria, a recta | passa por um ponto fizo.

Solucdo. O primeiro passo é sempre o mesmo: fazer um desenho grande onde possamos fazer

angle-chasing.

Como atacar a condicao “a recta [ passa por um ponto fixo”? O que nos daria jeito seria ter
uma ideia de qual é esse ponto fixo. Vamos analisar alguns pontos X particulares para ter uma
ideia de qual sera o ponto.

A recta perpendicular a AB por B e a AC por C intersectam-se num ponto na circunferéncia
circunscrita (o ponto diametralmente oposto a A): vamos ver o que acontece quando X é esse
ponto. Nesse caso, P = C e R = B; a recta paralela a X R por P é a recta perpendicular a AB
por C, ou seja, a altura relativa a C.

E mais? Podemos ver o que acontece quando X tende para B. Nesse caso o ponto P tende
para a projeccao ortogonal de B sobre AC; e () tende para B. Ver para onde tende R é mais
complicado; mas tende para um ponto na perpendicular a AC' por B, logo a recta X R tende para
esta perpendicular. Assim a paralela a X R por P tende para a perpendicular a AC por B, ou seja,

para a altura relativa a B. O nosso ponto fixo estd nas alturas relativas a B e a C: é o ortocentro
de [ABC]!

Seja entao H o ortocentro de [ABC]; queremos provar que PH é paralela a XR. Podemos
tentar provar que PXP+XPH = m; estes angulos, infelizmente, nao sao directamente calculaveis.

Podemos tentar usar o truque da cotangente, que vamos explicar mais a frente. Mas as contas
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tornam-se realmente muito m&s, e ha uma maneira natural e menos feia de abordar isto com
trigonometria. Como as rectas XP e RH sao paralelas, queremos provar que [XPHR| é um

paralelogramo. E como as rectas X P e RH sao paralelas, basta provar que X P = RH!

Como calcular estes comprimentos? Precisamos de um plano, antes de comecar a fazer as
contas. A ideia é usar a Lei dos Senos em tridngulos dos quais conhecemos os angulos todos para

calcular comprimentos; vamos ver quais angulos sao calculdveis.

Primeiro: de que angulos precisamos para definir a figura? Vamos usar a notagao habitual para
os angulos de [ABC]: a = C’fTB, 8 = AEC, v = BCA. Precisamos ainda de um angulo para

definir a posigao de X: 0 = CAX. O resto é determinado por estes angulos.

E comprimentos? A Lei dos Senos dd-nos =% = -t = _¢
sin o sin 3 siny

= 2R; ora nés podemos aplicar
uma homotetia a figura de modo que R = %, e, portanto, podemos supor sem perda de generalidade
que a = sina, b = sin 8 e ¢ = siny. Melhor: para quaisquer pontos X, Y e Z na circunferéncia
circunscrita temos XZ = sin(X YZ )! Esta é uma pratica habitual em trigonometria e simplifica
bastante as contas.

O quadrildtero [C PQX] é ciclico, pois CPX = C’CA)X = 7, 0 que nos permite fazer angle-chasing
envolvendo a recta PQ. Calcular X P é ficil: conhecemos XC' (pois conhecemos CAX = 6) e
conhecemos XCP = XCA=71— AXC —CAX =7 —0 — f£. Entao temos tudo o que precisamos
para calcular X P: como XC = sin(CAX) = sinf, X P = sinfsin(XCP) = sinfsin(r — 0 — ) =
sinfsin(f + 6).

E RH? Temos RH = BR + BH; vamos comecar por BR. Podemos calcular este comprimento

usando a Lei dos Senos em [BRQ)], do qual conhecemos todos os angulos e o comprimento BQ.

Por sua vez, BH pode ser calculado com Lei dos Senos no triangulo [BH A].

Os angulos assinalados na figura sao faceis de obter: temos H BC = 5 — 7 pois BH ¢é per-
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pendicular a AC. Além disso, B]?EQ =X 1362 (note-se que XP e BH sao ambas perpendi-
culares a AC, pelo que sao paralelas) e X]3Q = X@Q = XCB = XCA = a— 6. Por fim,
RQB=7—(Z+7)—(a—60)=(m—v—a)+0=05+9.

Temos BX = sin(X AB) = sin(a—#), logo BX = sin(a—#). Como QBX = CBX = CAX =0,
BQ = WCOS(QEX) = sin(a — ) cos 6.

Agora, pela Lei dos Senos no triangulo [BRQ),

BR _ BQ
sin(8+60—%) sin(a—0)
pelo que
—= == sin(B+0—-75) —— cos(B+0)
BR—BQm——BQm——COSGCOS(ﬁ"‘G)

Falta BH?2. Temos HAB = %—ﬁeAgH: 5 — a, logo BﬁA:ﬂ'—(%—Oé)—(g—ﬁ) =
a+ = m —~. Entao, pela Lei dos Senos no triangulo [BH A],

ou seja,

. . S‘ T _

BH — AB - Msmfy. C?Sﬁ
sin(m — ) siny

As nossas contas acabaram. Obtivemos assim:

= cos 3.

XP =sinfsin(8 + 6)

RH = cos 3 — cosf cos(3 + 0)

Deram-nos resultados diferentes; engandmo-nos nas contas! Nao, simplesmente temos uma identi-
dade trigonométrica para provar; e provavelmente poderemos obté-la através das identidades atras

mostradas. Queremos provar que sinfsin(f + ) = cos 8 — cos 0 cos(f + 0); ora, isto equivale a
cos B cos(fB + 0) +sinfsin(B + ) = cos 5

e, pela féormula do co-seno da diferenca, o lado esquerdo é igual a cos(6—(8+60)) = cos(—[3) = cos(),

e o problema esté resolvido! ]

Neste exemplo nao precisdmos de nenhuma ideia especial depois de termos “adivinhado” o
ponto fixo: a ideia de provar que X P = RH ¢ bastante natural, e depois fomos calculando os
comprimentos a custa dos angulos que tinhamos, com a Lei dos Senos, até reduzirmos o problema a

uma identidade trigonométrica. Agora vamos explorar um “truque” novo, o truque da cotangente>.

20 Apéndice ?? fornece uma férmula para esta distancia, mas vamos mostrar aqui a prova como exemplo.

3A cotangente é o inverso multiplicativo da tangente, cot z = Tt
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3.2.1 Truque da cotangente

Suponhamos que, para alguns angulos x e y, conhecemos a soma S = x 4+ y e a razdo r = 21%;

Como “calcular” x e y?

sinz __ sin(S—vy) __ sin S cos y+cos S'siny

siny siny siny

do primeiro grau em coty. De modo andlogo, podemos obter o valor de cot x.

Note-se que r =

=sin.Scoty + cos S, e isto é uma equacao

Para que é que isto serve?

Suponhamos por exemplo que temos um triangulo do qual conhecemos o comprimento de dois
lados e o angulo formado por eles. Com o truque da cotangente, podemos determinar as cotangentes
dos outros dois angulos; de facto, conhecemos a sua soma, e, pela Lei dos Senos, conhecemos a
razdo entre os seus senos. Vamos ver este truque a funcionar num exemplo, o G2 da Shortlist de
2007.

Problema 26 (IMO Shortlist 2007). Seja [ABC] um triangulo com AB = AC, e seja M o ponto

médio de [BC|. Seja X um ponto no menor arco AM da circunferéncia circunscrita ao triangulo

[ABM]. O ponto T estd no interior do angulo /ZBMA e é tal que TM | MX e TX = BX.
Mostra que a diferenca BTM — CTM néo depende da escolha de X.
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Solugdo. A convengao usual é a = CAB , mas este problema ¢é mais centrado no triangulo [ABM],
e portanto seja a = MAB. Seja 6 = XBM e suponhamos sem perda de generalidade que a
circunferéncia circunscrita ao triangulo [ABM] tem raio 3.

Entdo temos BM = sina e, como XAB = XAM + MAB = a + 6, BX = sin(a + ). Vamos
tentar usar o truque da cotangente para calcular os dngulos BTM e CTM.

No triangulo [BMT], conhecemos o comprimento BM; também conhecemos BM T, pois, como
BMA=TMX =%, BMT = AMX = ABX = ABM — XBM = % — a — 6. Por fim, conhecemos

TM, pois, pelo Teorema de Pitdgoras no triangulo rectangulo [T'M X],

TM’ =TX —MX =BX —MX =sin?(a +0) — sin0.

Podemos transformar isto numa expressao um pouco mais agradavel usando a Identidade de Arala-

Moreira:
T = sin((a + 0) + 0) sin((a + 0) — 6) = sin(a + 260) sin e,

ou seja, TM = y/sin(a + 20) sin .
Temos tudo aquilo de que precisamos para aplicar o truque da cotangente. Seja z = BTM.
Entao, como BMT = 5—a—0, TBM = 5 +a+60—x. Logo, temos

cos(x—a—0) sin(f+a+60—x) TM y/sin(a+20)sina [sin(a + 20)

sinz sinz BM sin « sin o
Ou seja,
cos(a + @) cosw +sin(a + 0)sinz  [sin(a + 26)
sinx B sin «
i 20
cos(a + ) cot x + sin(a + 0) = sm(q;)
sin «v
in(o+26 :
cotx = Sméic:la L sin(a + 6)
cos(a+ 0)

Seja agora y = CTM. Calcular cot y é semelhante: note-se que TMC =7 —BMT =7 — (5 —
a—0)= % +a+0. Entao M@Tz%—a—@—y. Logo,

cos(y+a+0) sin(g—a—-0-y) TM [sin(a+26)
siny N siny - CM sin «

cos(a + 0) cosy —sin(a 4 0)siny  [sin(a + 26)

siny sin «v
i 20
cos(a+ ) coty — sin(a + 0) = sm(qf—l—)
sin o
sin(g+29) + Sin(O{ + 9)
Cot y — sin &
cos(a + 0)
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Ja temos as cotangentes dos dois angulos: e agora, o que fazer com elas? Queremos calcular

x — y; ora,
1
i ) 1 1+ tanz tany 1+comcoty cotxcoty + 1
cot(x —y) = = = = ]
J tan(z — y) tanx — tany Colm — colty coty — cot x

Note-se que vamos precisar de subtrair as cotangentes e de multiplicéd-las; em ambas a raiz
desaparece (finalmente!), na primeira porque simplesmente corta e na segunda por causa de uma

diferenca de quadrados. Entéao,

+1
. cos?(a+0)
cot(z —y) = 2sin(a+6)
cos(a+0)
75.1%&220) —sin?(a + 0) + cos?(a + )

2sin(a + 0) cos(a + 6)

in(a+26)
RS+ cos(2a0 + 20)
sin(2a + 20)
sin(a + 26) + sin a cos(2a + 20)

sin asin(2a + 26)

Queremos provar que esta expressao nao depende de . Observe-se que (2a+260) —a = a+ 260; ora,
pela férmula do seno da diferenga, isto implica sin(a + 260) = sin(2a + 260) cos o — sin « cos(2a + 26),

ou seja, sin(a + 26) + sin a cos(2a + 260) = sin(2a + 26) cos . Assim,

i ) sin(2a + 20) cosaw  cos )
cot(x —y) = = = cot «
4 sinasin(2a 4+ 20)  sino

pelo que x — y = « (j& que a fungao cotangente é injectiva no intervalo |0, 7[) e isto nao depende

de 6, logo o problema estd acabado! O

Nem sempre é vidvel escrever de forma agradavel todos os parametros que definem a figura.
Por vezes podemos “guardar” alguma informacao na forma de uma equacao trigonométrica e re-
duzir aquilo que queremos provar a outra equagao trigonométrica, e depois provar que as duas sao

equivalentes. Vamos ver um exemplo.

Problema 27. Seja [ABC] um tridngulo com AB = AC. Seja D o ponto de [BC| tal que BD =
2CD. Se P € o ponto de [AD] tal que ABP = C’EP, mostra que CAB =2CPD.

Solugao. Sejam o = CAB e x = CAD = CAP = ABP. Seja P’ o ponto de [AD] tal que
CAB = 20P'D. Queremos provar que P’ = P; isto equivale a provar que DP’ = DP.
No angle-chasing que vamos fazer a seguir, para usarmos a Lei dos Senos e calcularmos estes

comprimentos, vamos utilizar os angulos a e x. E claro que estes angulos nao sao independentes:
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cada um determina o outro. Pelo Teorema da Bissectriz Generalizado (Teorema ??7) e usando o

facto de que g;g =2e AB = AC, temos

sin(aw — x

sinfa —z) _ @)
sinx

E claro que agora podemos “determinar z” em funcao de «, usando o truque da cotangente. Mas

isso nao tornaria facil usar o angulo x no angle-chasing que vamos fazer a seguir, pelo que, em vez

disso, vamos manter a informagao que temos sobre a relagdo entre « e = na forma de (??). Vamos

tentar reduzir aquilo que queremos provar a (77).

Temos CP'D = 5, logo AP'C =7T— 9 e PCA = § — . Como BCA = 5= 5, DCP' =
G-9-G-2=3

— a+ z. Pela Lei dos Senos no triangulo [C'P'D],

DP/ B CD
sin(f —a+2z) sing
W:@.cos(a—x)

sing&

2
Agora calculemos DP. Temos PBD = 5 — 5 — . Além disso, DPB = PAB + ABP = a.
Logo, pela Lei dos Senos no triangulo [PBD],

P BD
™ a oo
sin(§ —§ —z) sina
(0%
— cos($ +x)
DP =BD (,2
sin
. ~ 1~ — E=E =Y COs g«l»x E=E =Y Yk o
Queremos assim provar que CD - CO:i(r(f‘ax) = BD - %; como BD = 2CD, isto reduz-se a
2
s(o— cos(S+x . . .
costaza) _ o (2 ). Usando sin o = 2sin § cos §, isto fica
Slni Sin o

cos % cos(a — x) = cos(% +z).
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E agora? Um primeiro passo é transformar o produto do lado esquerdo numa soma, usando o Facto
?7?. ficamos com

cos(% —x)+ cos(S?a —z) = 2cos(% + )
ou, equivalentemente,

cos(% —z)— COS(% +z) = cos(% + ) — cos(gg — ).

Agora podemos transformar estas diferencas em produtos usando o Facto 77:
. Qo . e’
sin —sinz = sinasin(= — )
2 2
. o o .
o que, usando, mais uma vez sin a = 2sin § cos 5, equivale a

[0 «
inz = 2cos - sin(= — z).
ST COS 5 sm( B .CU)

Estamos quase: vamos agora transformar o produto do lado direito numa soma usando o Facto ?77?.
Obtemos

sinz = sin(a — z) —sinz

e isto é equivalente a (?7), como pretendido, e isto conclui o problemal! O

3.2.2 Projecgoes ortogonais

A ideia que vamos apresentar agora é um pouco mais subtil. Por vezes, criar projecgoes ortogonais

ajuda a fazer trigonometria. Vamos ver um exemplo.

Problema 28 (Sao Petersburgo). Seja [ABC] um triangulo com ortocentro H. Seja L a projec¢ao
ortogonal de H sobre a recta tangente em B a circunferéncia circunscrita a [ABC]|. Se M € o
ponto médio de [AC], prova que MB = ML.
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Solug¢do. A principio, trigonometria parece condenada a falhar. Nao hda uma forma realmente
agradével de calcular BM com trigonometria, e muito menos LM. Truque da cotangente nos
angulos LBM e MLB? A ideia chega a causar dores de estomago, de tao arrepiante.

Por outro lado, criando algumas projeccoes ortogonais tudo fica muito mais agraddvel! Seja NV
a projeccao ortogonal de N sobre BL. Entdo queremos provar que NB = NL.

Isto pode continuar a nao parecer facil, mas note-se que sabemos algo sobre a “posicao” de N
na recta BL. De facto, sejam P e ) as projecgoes ortogonais de A e C, respectivamente, sobre
BL. Entao N é o ponto médio de [PQ]; logo, queremos provar que os segmentos [PQ] e [BL]

tém o mesmo ponto médio. Isto é equivalente a provar que PL = BQ, e, agora, tudo parece

surpreendentemente mais agradavel de calcular.

1

Comegamos com a ja habitual suposigao de que o circunraio de [ABC] é Por Arco Capaz

|

degenerado, C’EQ = a, logo BQ = BC cos a = sina cos a.
Além disso, temos PL = BP — BL. Ora, por Arco Capaz degenerado, PBA = 7, logo BP =
sinvycos~y. Por fim, LBH = LBA + ABH = v+ (5§ —a) =75 —a+~. Assim, como BH = cos 3

T _

5 —a+7) = cosfsin(a — ). Assim, a Identidade que

(ver Apéndice ??), temos BL = cos 3 cos(
temos de provar é

sin a cos a = sin~y cosy — cos B sin(a — ).

Transformando o produto cos 8 sin(a — ) usando o Facto 7?7, obtemos
. 1 . . 1. . 1, .
cos Bsin(a—7y) = i(sm(a—i—ﬁ—’y) +sin(a—pF—7)) = 5 sin(m—2v)+sin(2a—m)) = i(sm 2y —sin 2a)
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e assim queremos provar que
. . 1 . .
sin o cos o = siny cosy + 5 (sin 2a — sin 27).
Notando que sin 2a = 2sin a cos « e sin 2y = 2sin-y cos -y, o resultado segue. O

O préximo exemplo é um problema das IMO. Pedimos desculpa aos leitores que ainda nao o
resolveram por estar a “spoilar” para um tal problema; de qualquer modo, nao é realmente essencial

ler a solucdo, que é apenas mais uma aplicacao deste tipo de ideias.

Problema 29 (IMO 2012). Dado um triangulo [ABC], o ponto J € o centro da circunferéncia
ex-inscrita oposta ao vértice A. Esta circunferéncia ex-inscrita € tangente ao lado [BC] em M, e
as rectas AB e AC em K e L, respectivamente. As rectas LM e BJ intersectam-se em F, e as
rectas KM e CJ intersectam-se em G. Seja S o ponto de intersecgdo das rectas AF e BC, e seja

T o ponto de intersecgcio das rectas AG e BC. Prova que M € o ponto médio de [ST].

Solug¢do. Mais um problema que, a principio, parece pouco atacavel com trigonometria: os angulos

que as rectas AF e AG nao parecem a primeira vista calculdveis, e isso torna complicado calcular
MS e MT.

Vamos entao fazer projeccoes ortogonais. Seja D o pé da altura relativo a A, e sejam P e @) as

projeccoes ortogonais de F' e G, respectivamente, sobre BC'.
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Isto é util? Claro! Os comprimentos AD e FP calculam-se bem, assim como M P; e depois,
usando a razdo de semelhanca entre os tridngulos [SPF] e [SDA], podemos calcular SP. Depois
teremos tudo aquilo de que precisamos para calcular M S, pois sabemos M B (M B = s — ¢ onde s

é o semiperimetro de [ABC]) e facilmente calculamos BP. MT calcula-se de maneira andloga.

Vamos passar a pratica. Para comecar, suponhamos que o circunraio de [ABC] é % Entao

AD = csin = sin #sinvy. O comprimento M B é dado por
.a By
s — ¢ = 2sin — sin — cos —

Mo sy

2

(ver Apéndice ??). Podemos calcular os angulos de [MFB]: temos BMF = CML = 3 (pois

CM = CL e LCM = 7 — ). Além disso, FBM = 7 — MBJ = 7 — "5 = = 4+ 8 Por fim,

MFB =1 — - (5 + g) = # = 5. Pela Lei dos Senos no triangulo [M FB],

BF MB . B vy
— = = & = 2sin —cos —
sing  sing 2 2
BF = 2sinécoslsinl = sinysin —.
2 2 2 2
Por fim, podemos calcular F P. Temos
FP = BFsin(PBF) = Wsin(g - g) = ﬁcosg = sin ysin g cosg = Smﬂ%

Para determinarmos a razdo de semelhanca entre os triangulos [SPF] e [SDA], calculemos AD:
temos AD = csin 3 = sin Bsin~. Incrivel, AD = 2F P! Isso torna as contas ainda mais simples: a
razao de semelhanga entre [SPF] e [SDA] é 2, e portanto SP = DP.
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Agora ja temos tudo aquilo de que precisamos. Temos BD = ccosf3 = cosf3siny e BP =
BF cos(PBF) = sin~ysin g cos(f — g) = sinysin? g Entao
s

S?:Wz@%—ﬁ:cosBsin’y+sinvsin2§

MS =BP+SP+ MB :sinfysinQ§—|—(cosﬁsin'y—l—sin'ysin2 §)+2singsin§cosg

= QSin'ysin2 g —I—cosﬁsin’y—l—?sin%singcos%.

Podemos simplificar isto um pouco mais: usando cos 3 = 2 cos? g — 1, ficamos com

MS = sin(2sin? g + 2 cos? 5 1)+ QSin%singcos%
=siny + 2sin % sin g cos %
Analogamente,
MT = sinﬁ—i—Qsin%cosgsin%
e portanto queremos provar que sin<y + 2sin § sin g cos 3 =sinf + 2sin § cos g sin %, ou seja,
siny —sin 8 = 2Sing(cosésinl — sinécosl) — 2sin —gin [ L~ p .
2 2 2 2 2 2 2

Transformando a diferenca da esquerda em produto usando o Facto 77, obtemos precisamente esta

igualdade. Logo, o problema estd terminado. ]

Quanto ao exemplo que se segue, é razoavel afirmar que a ideia principal nao é usar projecgoes
ortogonais. Mesmo assim, é um exemplo bastante interessante e a solucao trigonométrica é razoa-

velmente nao trivial.

Problema 30 (USAMO 2014). Seja [ABC] um triangulo com ortocentro H e seja P a sequnda
intersecc¢ao do circuncirculo do triangulo [AHC| com a bissectriz interna de ZCAB. Seja X o cir-
cuncentro do triangulo [ABP] e seja’Y o ortocentro do triangulo [APC|]. Prova que o comprimento

do segmento [XY] € igual ao circunraio do triangulo [ABC].

Solugdo. Seja O o circuncentro de [ABC/]. Vamos comegar por fazer alguns avangos sintéticos. Para
comecar, afirmamos que Y pertence ao circuncirculo de [ABC]. E facil provar que AHC = n—ABC ,
e do mesmo modo AYC = 7 — AﬁC; ou seja, AYC =7 — AHC = AEC, logo A, B, C, Y sao
conciclicos, como pretendido.

Agora, aquilo que queremos provar parece ligeiramente menos rebuscado: queremos apenas
provar que XY = OY. E natural tentar prové-lo apenas com angle-chasing; vamos parar um

pouco para ver porque € que tal nao corre bem.
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E facil calcular os angulos que a recta OY faz com as “coisas conhecidas”, como nao é dificil ver,
pois podemos calcular BOY. Além disso, a recta OX também faz angulos calculaveis: de facto,
esta recta é a mediatriz de [AB], logo é perpendicular a AB. Mas nao hd um bom motivo para
conseguirmos calcular directamente os angulos que a recta XY faz com o “resto”; estes pontos nao

estao ambos sobre uma recta agradavel, nem tém uma relacao interessante.

Mas, pelo que vimos, podemos calcular o angulo YOX: calculemo-lo. Temos YOX = BOA —
BOY =1 -BOA-2-BAY =~ —2- BAY. Por outro lado,

BAY = CAY — «

:g—PaA—a
s «
~Z-B-3)-a
™ o
BERE)

A segunda igualdade vem do facto de que CP 1 AY’; a terceira vem do facto de que PCA =
W—CA\P—AﬁC:Tr—%—(T(—,B) = — 5. Assim, temos

Y@X:7—2(g—ﬁ—%):7—|—a—7r+2ﬁ:7r—ﬁ—7r—|—262ﬁ.

Entéao queremos provar que OXY = B. Para o fazer, vamos provar que [OX] tem o comprimento

apropriado para que OXY = B. Qual é esse comprimento? Sendo Y’ a projeccao ortogonal
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de Y sobre OX, queremos que Y’ seja o ponto médio de [OX]; ou seja, queremos provar que
OX = 2-0Y’" = 2Rcos 8 = cos 3, onde obviamente estamos a supor sem perda de generalidade

que R = % Entao queremos apenas calcular OX.

Seja M o ponto médio de [AB]. Calcular OM é facil: como OAB = 5 — 7 (porqué?), temos
OM = Rcosy = % cos~y. Falta calcular MX.

Podemos calcular AP; além disso, X ¢ a interseccdo de OM com a mediatriz de [AP]. Como
o angulo entre AP e OM é calculdvel, é intuitivo que, sabendo a “posicao” de P na bissectriz de
ZCAB, também podemos saber a “posi¢ao” de X na recta OM. Vamos ver como o fazer.

Seja D o ponto médio de [AP], que é a projecgao ortogonal de X sobre AP. Seja E a projeccao
ortogonal de M sobre AP. Entao, como EAM = s AFE = mcos% = %

Observe-se que de AHC = m — ABC' decorre que os circuncirculos de [ABC] e [AHC] tém
0 mesmo raio (porqué), logo temos AP = 2Rsin(PCA) = sin(8 — $). Logo, AD = sin(6=3)

portanto

sinycos § —sin(3 — §)
2
Sabendo DE, calculamos X M: sendo K a projeccao ortogonal de M sobre X D, temos MK = DE,

e além disso XM = MK (repare-se que XMK = 5= KAM = 5= EA\M) Logo, queremos provar

s 5

DE =AF — AD =

que
sinycos § —sin(8—§) = cosy

25in 2 g — o8
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Multiplicando por 2sin §, vemos que isto é equivalente a

sin’ycos% + cosysin% —sin(f — %) = ZSin%cosﬁ

e podemos logo ver que sin~ycos § + cosysin g = sin(y + §) = sin(8 + $) (note-se que (v + %) +
(B + %) = 7). Assim, queremos provar que

QSin%cosﬁ = sin(f5 + %) —sin(B — %)

e transformando o produto do lado esquerdo em soma usando o Facto 7?7, obtemos precisamente

esta identidade, logo o problema esta concluido. ]

Vamos apresentar um ultimo exemplo, um G6 da Shortlist. Este é um exemplo bastante instru-
tivo, pois o problema, & primeira vista, parece inatacdvel com trigonometria; mas, através de uma
observacao engenhosa e interessante, vai-se deixar vencer por estas técnicas. Apresentamos duas
solucoes: a primeira é menos elegante e mais “straightforward” mas exibe mais uma vez o poder

das projecgoes ortogonais, enquanto a segunda é mais limpa e curta. Enfim, vamos ao problema.

Problema 31 (IMO Shortlist 2006). Circunferéncias wy e wa, com centros Oy e Oa respectiva-
mente, sao externamente tangentes no ponto D e sao internamente tangentes a uma circunferéncia
w nos pontos E e F, respectivamente. Seja t a recta tangente comum a wy e wy em D. Seja [AB] o

diametro de w perpendicular a t, de tal maneira que A, E e O1 estdo no mesmo semiplano definido

por t. Prova que as quatro rectas AO1, BOo, EF et sao concorrentes.
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Solugdo. Que problema com aspecto menos atacavel com trigonometria! Existe mesmo uma solugao

com trigonometria para isto? Como?

Vamos comegar por fazer algumas observagoes “triviais”. Seja O o centro de w. Entao O, O; e
E sdo colineares, bem como O, O e F. Além disso, temos as igualdades OFE = OF, O1D = O E
e OsD = O5F. Mas afinal para que servem estas igualdades triviais?

Elas s@o bastante sugestivas: fazem lembrar qualquer coisa! De facto, os pontos de tangéncia do
excirculo do tridngulo [O0; 03] oposto a O com os lados desse tridngulo satisfazem estas igualdades.
Mais, eles s@o os unicos pontos (considerando E no prolongamento de [OO;] no sentido de O para
O; e F no prolongamento de [OO3] no sentido de O para O2) que satisfazem estas igualdades.
Entao D, F e F sao os pontos de tangéncia do O-excirculo desse triangulo!

Este facto é interessante, mas para que nos é util? Porque agora podemos reformular o problema
todo em termos do triangulo [00102]. J& sabemos “o que sao” D, E, F'; t é simplesmente a recta
JD onde J é o O-excentro. E A e B? Na realidade sé nos precisamos de preocupar com A, jé que
por simetria é suficiente provar que as rectas AO1, FF et concorrem. E A é simplesmente o ponto
na paralela a 0105 por O tal que OA = OF e que esta no semiplano definido por t que contém E.
Reduzimos o problema a um cldssico problema de triangulo; o “nosso triangulo” (aquele que tem

circunraio 1!) é o tridngulo [00;0].

Entao sejam « = 02601, 8= 06\102 ey = 016\20, e sejam a = 0102, b = 005 e ¢ = 00;.

Sem perda de generalidade, o circunraio de [00105] é % Seja P o ponto de interseccao de JD
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e EF, e seja P’ o ponto de interseccao de AO; e JD. Queremos provar que P = P’; para tal é

suficiente provar que DP = DP’.

Os angulos que envolvem a recta O1 nao sao directamente calculaveis, e isto pode fazer parecer
a nossa tarefa dificil. Entao seja K a projecgao ortogonal de Oy sobre AB. Os triangulos [P’ DO ]

e [0O1 K A] sao semelhantes, logo

DP' KO

DO; KA’
Assim, queremos simplesmente provar que

DP KO,

DO, KA

Vamos fazer angle-chasing: temos Dé\lE =n—pFe01D=01F, logo Olf]D = g Além disso,

como OF = OF, OEF = 5 — 5. Logo, DEP = g—%—g = 7. Por fim, PDE = g—g e portanto

EPD = 5+ g — 3. Portanto,

DP DP DE _ sin}  sinf 2cosSsing
DO, DE DO cos(5—12) sin2  cos(5 1)

(aqui usamos sin(§ + g -3)= cos(g —3),esinf = QSingcos g)
Temos KO; = csin 8 = sin Bsin~y. Por outro lado, KA = OA — OK = OF — OK = s — OK =

s — cos B sin-y, onde s é o semiperimetro do triangulo [0010s]. J& sabemos que

s =2cos % cos g cos % (ver Apéndice 77?)

T A _ [0 B ’y . . . ’
e portanto KA = 2cos § cos 5 cos 3 — cos Bsin~y. Aquilo que queremos provar, assim, é
/8 . "Y . .
2cosgsing sin 8 sin «y
B _ vy a B8 Yy o~
cos(5 — 3) 2cos § €os 5 €os 4 — cos 3 siny

Podemos logo ver que algumas coisas cortam no numerador: de facto, escrevendo sinf =

2sin 2 cos & e siny = 2sin 2 cos 2, podemos cancelar os factores cos 2 e sin 2. Aquilo que queremos
2 2 2 29 2 2

provar fica
o
2 cos — cos s cos L — cos fsiny = 2sin s cos L cos(é - 1).
2 2 2 2 2 2 2
Ainda podemos cortar mais: escrevendo novamente siny = 2sin 3 cos 3 e cancelando 2 cos 3

dos dois lados, ficamos com

cos @ cos é — si J cos B = siné cos(é _ 1)
2 2 2 2 2 92
o que fica, apés escrever cos 2 = sin(5 + 1) = sinScos? +sin2cos S, cosf = 2cos?S —~ 1 e

cos(g —3) =cos g cos 3 + Singsin%,
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cosg(singcos%—ksin%cosg)—sin%(2cosQ§— g
sinl(l — cos? 5) — sin L sin? p
2 2 2 2

e isto é obviamente verdade, logo o problema esta terminado.

v B
2 2

2

) = sin—(cosgcos— +sin = sin 2

Segunda solu¢do. Vamos agora mostrar uma abordagem um pouco mais elegante. O que nds que-
remos provar € que D6\1P = O/TOl, ou, equivalentemente, P(/)\lE = Aé\lD. Note-se que a soma

destas igualdades é trivialmente verdadeira: Dé\lP—l—P(/)\lE = D(/)\lE = 77—06\102 =7T— 01614 =

OEOI + Aé\lO. Logo, pelo Lema 77, basta provar que

sin(DO; P) sin(OAO;)

— — —

sin(POLE)  sin(A0,0)

O lado direito é simplesmente igual a

00

c siny 2sin 3 cos 3

sin X

2

2 2 2 2

O lado esquerdo ¢é igual a

1 J— J—
OA S 2cos § cos Beos?  2cos $ cos Beos?  cos S cos B

2

sin(DO, P) N 1 R R . .
DP _ DP 70, . bp  DP sin 4 _ sin %
(sin(gE)) PE (Sinjfo—l%)) PE PFEcos$  cos 2sin(3 — g) cos § cos g

3)

(aqui utilizdmos o angle-chasing feito anteriormente). Assim, obtivemos (??), e o problema termi-

nou pela segunda vez.

O
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3.3 Problemas propostos
Vamos agora apresentar problemas que podem ser resolvidos com trigonometria.

Problema 32. Seja [ABC| um tridngulo cujo incirculo tem centro I e é tangente aos lados [BC],
[AC] e [AB] nos pontos D, E e F, respectivamente. Seja M o ponto médio do lado [BC|]. Prova
que AM, ID e EF sdo concorrentes.

Problema 33 (IMO Shortlist 2008). No triangulo [ABC], sejam E e F' os pés das alturas relativas
a B e C, respectivamente. Duas circunferéncias que passam por A e F sdo tangentes a recta BC' nos
pontos P e Q, respectivamente. Prova que as rectas BE e C'F' se intersectam sobre a circunferéncia

circunscrita ao triangulo [AEF].

Problema 34 (Zhautykov 2008). Os pontos K, L, M, N sdo respectivamente os pontos médios dos
lados [AB], [BC], [CD] e [DA] do quadrildtero [ABCD]. A recta KM intersecta as diagonais AC
e BD nos pontos P e Q, respectivamente. A recta LN intersecta as rectas AC e BD nos pontos

R e S, respectivamente. Se AP - PC = BQ - QD, prova que AR - RC = BS - SD.

Problema 35 (Centroamericanas 2009). Dado um triangulo acutangulo e escaleno [ABC|, sejam
H o seu ortocentro, O o seu circuncentro, E e F' 0s pés das alturas relativamente a B e C' respecti-
vamente. A recta AO intersecta outra vez o circuncirculo do triangulo no ponto G e os segmentos
[FE] e [BC] nos pontos X eY, respectivamente. Seja Z o ponto de intersec¢io da recta AH com

a recta tangente ao circuncirculo de [ABC| em G. Prova que HX ¢é paralela a Y Z.

Problema 36 (USAMO 1999). Seja [ABCD] um trapézio com AB paralela a CD. A circun-
feréncia inscrita no triangulo [BCD] ¢é tangente a CD em E. Seja F um ponto na bissectriz
interna do angulo ZDAC, tal que EF 1 CD. A circunferéncia circunscrita ao triangulo [ACF)

intersecta a recta CD em C e G. Prova que o tridngulo [AFG] € isdsceles.

Problema 37 (IMO Shortlist 2006). Seja [ABC] um triangulo com BCA < CAB < 5. Seja D
o ponto em [AC], diferente de A, tal que BD = BA. O incirculo de [ABC) € tangente a [AB]
em K e a [AC] em L. Seja J o incentro do triangulo [BCD]. Prova que a recta KL intersecta o

segmento [AJ] no seu ponto médio.

Problema 38 (TST EUA 2006). Seja [ABC| um triangulo. Exteriormente ao triangulo constroem-
se triangulos [PAB] e [QAC) tais que AP = AB, AQ = AC ¢ BAP = CAQ. Os segmentos [BP]
e [CQ] intersectam-se em R. Seja O o circuncentro do triangulo [BCR]. Prova que AO L PQ.

Problema 39 (IMO 2014). Os pontos P e @ encontram-se sobre o lado [BC| de um triangulo
acutingulo [ABC] de modo que PAB = BCA e CﬁQ = ABC. 0s pontos M e N encontram-se
sobre as rectas AP e AQ), respectivamente, de modo que P é o ponto médio de [AM] e Q € o ponto

médio de [AN]. Prova que as rectas BM e CN se intersectam sobre a circunferéncia circunscrita
ao triangulo [ABC].
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Problema 40 (IMO 2007). Sejam A, B, C, D e E pontos tais que [ABCD] é um paralelogramo
e [BCED] é um quadrildtero ciclico. Seja | uma recta que passa por A. A recta | intersecta o
interior do segmento [DC] em F e a recta BC em G. Suponhamos que EF = EG = EC. Prova
que | € a bissectriz do angulo ZDAB.

Problema 41 (IMO 2007). No triangulo [ABC], a bissectriz do angulo ZBC A intersecta a circun-
feréncia circunscrita no ponto R # C, intersecta a mediatriz de [BC] em P e intersecta a mediatriz
de [AC] em Q. Sejam K e L os pontos médios de [BC] e [AC], respectivamente. Prova que os
triangulos [RPK] e [RQL| tém a mesma drea.
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4 Meétrica

Nao, nao vamos falar de poesia. Esta seccao vai servir de “complemento” a seccao de Trigonometria,
procurando mostrar como abordar problemas em que tudo se torna mais agradavel quando colocado
em funcao de comprimentos e nao de razoes trigonométricas de angulos. Vamos fazer menos angle-
chasing e trabalhar menos com o a, 0 5 e 0 7y, € mais com 0 a, 0 b e o c.

No entanto, evitar por completo os dngulos nao é realmente exequivel; simplesmente, ao invés
da sagrada Lei dos Senos que nos acompanhou ao longo da secgao anterior, desta vez vamos recorrer
principalmente a Lei dos Cossenos, que nos permite transformar igualdades de angulos em relagoes

métricas, i. e., de comprimentos.

4.1 Alguma artilharia

Vamos trabalhar com comprimentos. Logo, nao é mau termos a disposicao alguns teoremas que
relacionam comprimentos.
Para comegar, introduziremos (deixando as provas como exercicio para o leitor) os classicos

Teoremas de Menelaus e Ceva:

Teorema 4.1 (Teorema de Menelaus). Seja [ABC| um triangulo e sejam X, Y, Z pontos nas

rectas BC', AC e AB, respectivamente. Entdo X, Y e Z sdo colineares se e sd se

BX CY AZ _
XC YA zB

(Aqui, os comprimentos sao orientados.)

Vamos parar um pouco para perceber o poder deste Teorema. E claro que ele nos fornece um
excelente e simétrico critério de colineariedade, o que pode ser muito 1til (é bastante propicio a
utilizagoes da Lei dos Senos, dado o aparecimento de razoes de comprimentos), mas, para quem estd
disposto a fazer brute force, a sua principal forca pode estar na outra implicacao. Se soubermos as
“posicoes” de X e Y nas rectas BC' e AC, respectivamente, ou seja, se soubermos os comprimentos
E)? , C")_% (sim, claro que saber um implica saber o outro), C’—>Y , }/_121, entao podemos determinar
ﬁ e ﬁ (sabemos o seu quociente e a sua soma, e portanto temos uma equagao do primeiro grau

em cada um). E tudo em fungao de comprimentos, sem precisarmos de recorrer & Trigonometrial

Tanto no uso deste Teorema como do préximo, vamos ser muitas vezes (sempre?) preguicosos

e dispensar o uso de comprimentos orientados.

Teorema 4.2 (Teorema de Ceva). Seja [ABC] um triangulo e sejam X, Y, Z pontos nas rectas

BC, AC e AB, respectivamente. Entao AX, BY e CZ sdo concorrentes se e so se

o W
Xe'vizp "
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Agora, vamos recordar/introduzir um Teorema um pouco mais feio: o Teorema de Stewart.

Teorema 4.3 (Teorema de Stewart). Seja [ABC| um triangulo e D um ponto no lado [BC]. Como
habitual, sejam a = BC, b= AC e c= AB, e sejam d = AD, m = BD en = CD. Entdo tem-se

V’m + n = ad® + amn.

Mais uma vez, ndo provaremos aqui este Teorema?; a prova fica como exercicio para o leitor,
e este exercicio serd facil com a Lei dos Cossenos, que abordaremos mais a frente. (Esta relagao
resulta de expressar a igualdade cos(BDA) = — cos(ADB) com a Lei dos Cossenos).

Com este Teorema, temos uma forma (se bem que pouco agradavel) de exprimir d em funcao
dos lados do triangulo e de m e n. Vale talvez a pena dar énfase ao caso em que D é o ponto médio

de [BC]. Nesse caso, m =n = § e obtemos o seguinte

Lema 4.4 (Comprimento da mediana). Se M ¢é o ponto médio do lado [BC|, entdo

V2b2% + 2¢2 — a?
5 .

AM =

Este caso particular é particularmente 1til e serd o mais vezes usado.

4A igualdade pode ser escrita na forma bmb + cnc = dad + man. Por este motivo, é habitual este resultado ser

conhecido pela mnemonica bomb cinc dad man.
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4.2 Brincando com a Lei dos Cossenos

Enquanto a Lei dos Senos nos acompanhou sempre que trabalhdmos com Trigonometria, a Lei
dos Cossenos estard sempre connosco quando precisarmos de envolver angulos numa solucao com
Métrica. Ressaltamos que, dado um tridngulo [ABC], usamos a convencio usual a = BC, b = AC,
¢=AB, a =CAB, B = ABC, v = ABC.

Teorema 4.5 (Lei dos Cossenos). No triangulo [ABC],

& = a® +b* — 2abcos .

Demonstragao. Seja D o pé da altura relativa a A. Entao, por trigonometria basica, AD = bsin~y

e CD = bcos~y, logo BD = a — bcosy. Logo, pelo Teorema de Pitdgoras no triangulo [ABD],
¢® = (bsiny)? + (a — beosy)? = a® + b*(sin? v + cos® v) — 2abcosy = a® + b*> — 2abcos vy,
como pretendido. ]

Porque é que este Teorema serd tao importante para nés? De certo modo, quando usamos
Métrica o nosso objectivo é, precisamente, evitar a Trigonometria; isto é bom em situagoes que,
com trigonometria pura, nos levariam a identidades demasiado feias, por exemplo. Ora este Teorema
faz precisamente o que queremos: como a equagao apresentada se pode escrever como
a? + b — 2

2ab

temos uma forma agradavel de converter cossenos de dngulos em expressoes métricas!

cosy =

Vamos, como pré-exemplo, demonstrar o Teorema de Stewart. Observe-se o desenho da pagina

anterior: como COS(BﬁA) = —cos(ADB), temos

A2 +m?2— 2 d? 4+ n? — b2

2dm 2dn

e isto equivale ao Teorema de Stewart.

Antes de comecarmos a destruir problemas, vamos aproveitar a introducao do Teorema dos Cos-
senos para mostrar alguns exemplos de distancias num tridngulo que sao particularmente agraddveis

de exprimir em termos dos lados.

4.2.1 Algumas distancias particularmente agradaveis

Vamos listar algumas delas.

e As distancias aos pés das bissectrizes. Sendo D o ponto de intersecgao da A-bissectriz com
o lado [BC], pelo Teorema da Bissectriz tem-se
BD ¢
a—BD b
ac

e daqui obtemos BD = e

. As outras distancias sdo analogas.
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e As distancias aos pontos de tangéncia do incirculo e dos excirculos. Nunca é demais

recordar as igualdades da figura.

@:@:AEQZBDOZS—C

BF=BD=CDy=AFy=s—b

AE=AF=BFy=CEy=s—a

b
a+2+0)‘

(Aqui, como habitual, s =

e As distancias aos pés das alturas. Esta é talvez a parte mais surpreendente. Seja L o pé

da altura relativa a A. Entdo temos

— a? 4+ b2 — 2 a? 4+ b2 — 2
¢ cosy 2ab 2a ’

uma expressao bastante satisfatérial

a?+ b —
2a
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Ja vimos ideias gerais suficientes, portanto, vamos passar a accdo e atacar problemas com

Métrica.

4.2.2 Um pouco de acgao

O nosso primeiro exemplo serd um problema para meninas.

Problema 42 (EGMO?® 2013). No triangulo [ABC], seja D um ponto no prolongamento do lado
[BC| no sentido de B para C tal que CD = BC. Seja E um ponto no prolongamento do lado
[AC] no sentido de C para A tal que AE = 2CA. Se AD = BE, prova que o triangulo [ABC] ¢é

rectangulo.

Solugdo. Trigonometria (pura) nao parece boa ideia; AD e BE nao se calculam particularmente

bem com a Lei dos Senos. Por outro lado, o problema é perfeito para se resolver com Métrica.

E

Queremos calcular AD e BE em funcao dos lados do tridngulo. Para calcular AD, usamos a
Lei dos Cossenos no triangulo [ACD]; conhecemos AC e CD, e podemos determinar cos(ACD) =

—cosvy! E podemos calcular BE de maneira andloga. Vamos a isso: temos

a® + b — 2

cos(ACB) = — cosy = — 5ah

e portanto
a?+ b — 2

2 2 2
AD” = b — 2ab -
@t “ < 2ab

) = 2a% + 2b% — .

(Sim, os denominadores até cortam e tudo!)

SEuropean Girls Mathematical Olympiad.
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Agora vamos a BE. Temos cos(BAE) = — cos(CAB) = —%, logo

b2 + 2 — a?

B2 2 2
BE’ = (2b —2.2%-c-
(25)? + ¢ c ( <

> = —2a® + 6b% + 3¢
Entao,

AD = BE < 242 4+ 20 — ¢ = —242 + 6b% + 3¢2

sa? =0+

e isto, pelo Teorema de Pitdgoras, implica que [ABC| seja rectangulo em A, concluindo o problemal
O

Este foi um exemplo “standard”, na medida em que s6 usamos as ideias mais basicas da Métrica.

O proximo exemplo sera ligeiramente mais avangado.

Problema 43 (IMO 2013). Seja [ABC| um triangulo acutangulo com ortocentro H, e seja W
um ponto no lado [BC], estritamente entre B e C. Os pontos M e N sao os pés das altu-
ras tracadas desde B e C, respectivamente. Denotamos por wi a circunferéncia circunscrita ao
triangulo [BW N|; seja X o ponto tal que [WX] € um diagmetro de wy. Denotamos por wy a cir-
cunferéncia circunscrita ao triangulo [CW M]; seja’Y o ponto tal que [WY| é um diametro de ws.

Demonstra que X, Y e H sdo colineares.

Solu¢do. Mais uma vez, Trigonometria é uma ideia bastante pouco convidativa, talvez pela falta
de possibilidades de angle-chasing. Por outro lado, de um olhar menos experiente, Métrica também

nao parece particularmente exequivel. Mas vai sé-lo, como veremos a seguir.
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Repare-se que as projecgoes ortogonais de X, Y e H (os pontos que queremos provar que
sao colineares) sobre a recta BC' sdo todas pontos bastante interessantes. A projecgao de H é
simplesmente L, o pé da A-altura, e as peojeccoes de X e Y sdo B e C, respectivamente.

Isto é bastante bom, pois a condicao da colineariedade é facil de exprimir em termos de com-
primentos (e este é um truque a reter!). De facto, ela é equivalente a

BX-HL BL
CY -HL CL

Podera nao parecer totalmente 6bvio, mas é simples: considerem-se, por exemplo, as projeccoes
ortogonais P e @ de X e Y, respectivamente, sobre H L, e note-se que a colineariedade é equivalente
a semelhanga entre [XPH| e [YQH]. Até aqui nao fizemos nada de especial; isto é, na verdade,

equivalente ao método para exprimir colineariedade de pontos em Geometria Analitica.

As nossas varidveis sdo, como habitual, a, b e ¢, e ainda w = BW. Como calcular estes
comprimentos? J4 nao temos medo de BL e CL, que ji vimos antes que se calculam bem em
funcao de a, b e c. HL é agradével de calcular com trigonometria, mas com métrica serd assim
tanto? Nao nos preocupemos com ele para ja, quem sabe se conseguiremos fazé-lo cortar... e BX
e CY?

Usar a Lei dos Senos pode parecer m4 ideia, ja que nos interessa reduzir tudo a comprimentos
e senos nem sempre sdo assim tao reduziveis a comprimentos. Mas veremos que vai funcionar
bastante bem. Pela Lei dos Senos no triangulo [BN X],

BX BN
sin(BNX) sin(NXB)

Ora, temos BNX = BWX = Z—WXB = T —WNB. Além disso, sin(NX B) = sin(BW N), logo,

SN — NB

BX = BN . SSWWNB)

sin(BWN)

Um cosseno: conseguimos converté-lo em comprimentos, usando a Lei dos Cossenos no triangulo
[BWN], do qual conhecemos todos os lados (o lado WN calcula-se com a Lei dos Cossenos neste
mesmo triangulo, ja que conhecemos cos(N EW) pela Lei dos Cossenos em [ABC]). E o sin(BI//I\/'N )?

2 2 g, sabendo o cosseno podemos obter o valor do seno.

A verdade é que, usando sin®x = 1 — cos
Mas, desta forma, ficamos com uma raiz quadrada que pode ser um pouco chata de trabalhar.
Vamos assim usar um truque um pouco diferente para nos livrarmos do seno: usamos a definicao de
seno que se aprende na escola. Sejam dys e dy as distancias de M e N a recta BC', respectivamente.

Entao sin(BWN) = %, (e, analogamente, sin(M/WC) = V%\Z) Substituindo na igualdade

anterior,

WN>+BN’-BW"- 9 2 2
2WN-BN _ WN"+ BN — BW

YR

BX:BN‘<
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Os comprimentos W N e BN até cortaram, o que é muito bom; o primeiro, em particular,
envolvia uma raiz quadrada feia. O tinico comprimento incémodo neste momento é o proprio dy;
mas em todo o caso podemos calculd-la facilmente com trigonometria e reduzir a métrica, o que
nao ha-de ser mau demais. De qualquer modo, nao nos preocupemos com ela agora, talvez nos

livremos facilmente dessas distancias. Substituindo, o que queremos provar fica

=2 =2 =52

WN +BN —BW- _ —
S HL  BL

——2 —2 ——2 - T =T

WM +CM —CW- _ T CL
S HL

o que, simplificando, fica

WN°+BN- —BW"° —2dy-HL dy BL

WAL+ CM° — CW?> —2dy - HL v CL’

Temos de fazer alguma coisa em relagao a dps e dy. Observe-se para comegar que a razao entre as

duas é bem calculavel:

C

dm cM
dy (ﬂ> - ( b ) _acosy ¢ ccosy
~ )

AL

(@) ~acosfB b beosf’

Entdo, o que queremos provar é (substituindo j4 BL = ccos 3 e CL = bcos~y)

WN°+ BN’ —BW’ —2dy-HL ccosy  ccosf
WM’ +CM —CW"° —2dy - HL bcosB  bcosy

WN’+ BN’ —-BW’ —2dy -HL  cos’$
WM +~CM —CW> —2dy, - HL 08?7y

Sim, nds temos expressoes métricas para cos 3 e cosy e podemos substitui-las, para nos livrar-

mos dos cossenos. Mas nao o faremos enquanto nao precisarmos realmemente; enquanto ainda nao
podemos fazer nada com a expressao, é preferivel deixar tudo nesta forma, onde até podemos con-
seguir cortar factores que nao verfamos se expandissemos logo tudo. Avancamos com o pensamento

a?—b>+c? a’?+b2—¢c?

reconfortante de que, se necessdrio, podemos substituir cos 8 = = = e cosy = 5+

A tnica parte aborrecida continua a ser o facto de ainda termos na expressao dy; e dy. Note-se
que o nosso lado direito se pode escrever como uma fracgao racional nas nossas variaveis, e no lado
esquerdo s6 os produtos dy - HL e dy; - HL o poderiam impedir. Assim, é de esperar que estes
produtos tenham expressoes métricas agradaveis. Vamos calculé-los.

Temos dy = BNsin8 = acos 3 - sin 8. Por outro lado, HL = BL - 50 = ¢cosfcosy - Agqim

siny sin
sin 3

siny *

dy - HL = accos® 3 - cosv -

Senos, % = g. Entao,

Que pena, ainda hé senos! Mas nao é grave, pois, pela Lei dos
dy - HL = abcos® 8 - cosy
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e, analogamente,

dyr - HL = accos? v - cos 3.

Agora sim, ja sé ha cossenos e ja temos tudo aquilo de que precisamos para reduzir tudo a Métrica

e provar a nossa igualdade. O que queremos provar agora é

WN’ —i—BN2 _BW’ - 2abcos? B - cosy B _COSQB
WM’ +CM —CW" — 2ac cos? vy - cos 3 cos?y

(mais uma vez nao substituimos logo os cossenos pelas suas formas métricas: s6 o faremos quando

realmente precisarmos).

Vamos parar um pouco para perceber o que estamos a fazer. A esta altura é ébvio que tanto
o numerador como o denominador do lado esquerdo se vao poder escrever como polinémios em w
(considerando a, b e ¢ como constantes). Queremos provar que a razao entre estes dois polinémios é
constante: a nossa intuicao algébrica diz-nos que tal acontece se e s0 se a razao entre os coeficientes
dos termos correspondentes é igual a essa constante. Isto nao é essencial para compreender a
solucao, apenas da uma ideia do que se estd a passar.

. 2
Vamos tratar primeiro do WN": temos

WN’ :B]\72—|—BW2 —QBN-BWCOSﬁ:mz-FwQ — 2BNw cos .

Substituindo esta expressao e uma andloga para WM 2, o que queremos provar fica (note-se que
=2 2
w? = BW" e (a —w)?> = CW" desaparecem):

BNQ—BN~BW~COSB—abcoszﬁcos'y B cos®
CM2—CM‘CW'COS"}/—CLCCOS2"}/COS,8 cos?y

a®cos? f —acos? B - w — abcos? B cosy cos? B
a? cos?y — acos?y(a — w) — accos? vy cos cos?
—cos? - w + acos® B — bcos? Bcosy cos? 8
cos? vy - w — ccos?ycos 3 cosZy’
~ . . ’ . . 7 . 2
Queremos provar que a razao entre dois polinémios lineares em w é constante e igual a —%.

Para tal, vamos provar que esta é a razao entre os coeficientes de w e também entre os coeficientes
constantes. A razdo entre os coeficientes de w é trivialmente igual ao que queremos (teria sido
inttil substituir os cossenos pela expressao métrical), logo resta-nos provar que
acos® 3 — beos? Bcosy B cos® B
—ccos? vy cos 8 T cos2y

o que, simplificando, fica
a —bcosy = ccosf
e agora, sim, isto ja nao simplifica mais directamente e vamos substituir os cossenos pela expressao

métrica. O que queremos provar equivale a

a’ +b? — 2 a? —b>+c2
a—b———=¢c- ——
2ab 2ac
e isto ¢ trivial de verificar, logo o problema estd concluido! O
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E razodvel afirmar que esta solucao nao é “puramente” métrica; de facto, usdmos algumas
ideias trigonométricas, e, apesar de termos insistido em fazer com que aparecessem apenas cossenos,
praticamente nunca precisamos de os substituir por expressoes métricas. Contudo, estas pequenas
ideias trigonométricas por vezes sao uteis e o facto de nao termos substituido quase cossenos nenhuns
deveu-se mais a um “milagre” deste problema em particular do que a qualquer outra coisa, além

de que introduzimos varios truques tteis.

Vamos agora passar a apresentar ideias que envolvem Poténcia de Ponto.

4.3 Um pouco de Poténcia de Ponto

Vamos supor que a defini¢ao e as propriedades basicas da Poténcia de Ponto sao ja conhecidas de
todos.

E evidente que o Teorema das Cordas pode ser 1til para calcular comprimentos, e vamos utilizar
esse potencial nos exemplos que mostraremos mais a frente. Mas, para comecgar, vamos apresentar

um truque um pouco mais subtil que pode ser util para provar perpendicularidades.

4.3.1 Provando perpendicularidades

Sejam A, B, C, D pontos. Como exprimir a condicido AC' L. BD em termos de comprimentos? O

Lema seguinte dar-nos-4 a resposta a esta pergunta.

Lema 4.6. As rectas AC' e BD sdo perpendiculares se e sé se
AB° +CD’* = AD* + BC".

Demonstracao. O leitor poderd provar facilmente que cada ponto X na recta BD é determinado
unicamente pela diferenca BX® - DX° (ou, por outras palavras, que a funcdo f : BD — R
definida por f(X) = BX'-DX ¢ injectiva). Sejam agora K e L as projecgoes ortogonais de A e
C, respectivamente, sobre BD. A condigao AC' 1. BD equivale a K = L, ou seja, a BK'-DK’ =
BL —ﬁg; isto, por sua vez, equivale a (BK2+AK2)—(DK2+AK2) = (Eg—i—ﬁQ)—(mQ—i—ﬁQ),
e isto, pelo Teorema de Pitagoras, fica AB°-BC’ =AD" —@2, o que equivale ao pretendido. [

Observe-se que o Lema nos diz, por outras palavras, que o lugar geométrico dos pontos X tais

que BX' -DX’ = A, para cada A € R, é uma recta perpendicular a BD.

E pronto, temos um critério de perpendicularidade com comprimentos, o que naturalmente
aumenta ainda mais o poder da Métrica. Mas a maior subtileza deste critério estd na sua aplica-
bilidade com Poténcia de Ponto. Para vermos como essa aplicabilidade funciona, vamos ver um

exemplo: mais um problema para meninas.

60



Brute force em Geometria

Problema 44 (EGMO 2012). Seja [ABC| um triangulo com circuncentro O. Sejam D, E e F
pontos nos lados [BC], [CA] e [AB], respectivamente, tais que DE € perpendicular a CO e DF é
perpendicular a BO.

Seja K o circuncentro do triangulo [AFE]. Prova que as rectas DK e BC sao perpendiculares.

A

Solug¢do. Como podemos usar as condicoes DE | CO e DF 1 BO? Dava-nos jeito caracterizar as
“posicoes” de D, E, F nos lados do triangulo e podemos tentar fazé-lo com o Lema ?77. Infelizmente,

isso envolve as distancias DO, EO e FO, o que parece desagraddvel. Mais concretamente, temos
CD’ - CE’=0D" - OF’
BD’ -BF'=0D’ - OF"

mas exprimir de maneira 1til os comprimentos DO, EO e FO parece pouco pratico. Mas onde é

que ja vimos estes comprimentos ao quadrado antes? Na definicdo de Poténcia de Ponto, claro!

Temos, sendo I' a circunferéncia circunscrita a [ABC] e R o seu raio,
Pot(X,I') = OX~ — R

para cada ponto X.

Entio, temos OD° —OFE- = (OD°—R?)—(0OE" — R?) = Pot(D,T)—Pot(E,T) = (—CD-DB) —
(—CFE - EA) (recorde-se que a Poténcia é negativa se o ponto estd no interior da circunferéncia),
logo

CD'-CE'=CE-EA-CD-DB
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CD(CD + DB) = CE(CE + EA)
CD-CB=CE-CA
ou seja, o quadrilatero [BDEA] é ciclico, e analogamente [DCAF| também o é! (Obviamente
que isto se podia provar directamente com angle-chasing, mas assim demos um exemplo extra de

aplicagao desta ideia; a parte seguinte deixard os leitores mais convencidos do seu poder.)

O que nods queremos provar equivale, pelo Lema 77, a

BD*-CD’ =BEK>-CK*

e, mais uma vez, as distancias BK e C'K parecem desagradaveis. Mas é s6 usar o mesmo truque

outra vez: seja Rj o raio da circunferéncia circunscrita Q de [AFE]. Entao,

BK’—-CK’ = (BK - R?) — (CK’ — R2) = Pot(B, Q) — Pot(C,Q) = BF - BA— CE - CA.

Ora, BF-BA=BD-BCeCE-CA=CD-CB, logo

BK - CK’=BC(BD - CD) = (BD + CD)(BD — CD) = BD’ - CD’
e isto conclui o problemal O

Agora vamos mostrar outro exemplo, em que vamos misturar ideias de Poténcia de Ponto com

as ideias vistas anteriormente.

Problema 45. ¢ Seja [ABC] um triangulo tal que [BC] é o maior lado, e sejam X e Y pontos
nas rectas AC' e AB, respectivamente, tais que BY =CX = BC e X,Y e A estao no mesmo
semiplano definido por BC. Sejam I e O o incentro e o circuncentro de [ABC], respectivamente.
Mostra que o segmento [OI] € perpendicular a XY e tem o mesmo comprimento que o raio da

circunferéncia circunscrita a [AY X].

Solucdo. Vamos comecar pela primeira parte, XY 1 OI. A abordagem ja nao é surpreendente:
queremos provar que
XI'-YI'=X0"-YO°
e mais uma vez estas distancias nao sao particularmente agradéaveis de calcular, mas como sao
distancias a centros podemos usar o truque da Poténcia de Ponto.
Sejam e w as circunferéncias circunscrita a inscrita em [ABC], e sejam R e r o circunraio e

o inraio de [ABC], respectivamente. Temos

XTI - YT = (XI" — %) — (YI' — %) = Pot(X,w) — Pot(Y,w).

SEste problema apareceu na Liga Delfos em 2012. Durante o match, em uma das equipas, um elemento sugeriu
a outro atacar o problema com bruteforce, ao que este respondeu que tal “ndo era humanamente fazivel”. Aqui se

prova o contrario.
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Ora, temos Pot(X,w) = XE e Pot(Y,w) = ﬁZ, logo
XI'-YI'=XE -YF’

etemos XE = XA+ AE = (a—b) + (s —a) = (s — b) = 2te _p = a=btc (Aqui s ¢, como

habitual, o semiperfmetro de [ABC].) Analogamente, Y F = 2Fb=¢.

2 2
XIQ_YI2:<@§+C> _<a+;)c> — ac—b).

Logo,

Por outro lado,
X0 -Y0' = (X0° - R?) — (YO’ — R?) = Pot(X, Q) — Pot(Y, Q)
e, pelo Teorema das Cordas, isto é igual a
XA-XC—-YA-YB=(a—b)-a—(a—c)-a=alc—0D).
Logo, XI'-YI'=X0" - ﬁQ, como pretendido.

Vamos & segunda parte. O Teorema de Euler (ver Apéndice ??) d4d-nos uma expressiao para O1,
se bem que pouco agradavel: temos OI’ = R®> — 2rR. E, como calcular o raio da circunferéncia
circunscrita a [AY X]?

Temos que, pela Lei dos Senos, este raio é igual a
2

XY
2sina”

a=1-—cos

Converter sina numa expressao

2

métrica pode ser desagradavel, mas o seu quadrado é sin «, e isto nao é de todo mau,

C 52 . .
sobretudo sem uma alternativa a vista. XY~ pode ser facilmente calculado com a Lei dos Cossenos.
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Entdo ja temos tudo aquilo de que precisamos? Nio inteiramente, pois falta-nos converter R?

o . 2 -
e 2rR em Métrica. Vamos ao primeiro: temos R? = ( 4 ) = —%: entéo,
2sin” « 4sin”®
P a2 B a2
= s— = .
4(1 — cos® a) 41— (=a22p2+e 2
2bc

Vamos ser subtis ao simplificar esta expressao: ela vai factorizar muito agradavelmente. Temos

4b2¢c? 4b2¢c2

L <—a2 + b2 + c2>2 _(2be)? = (—a® + b+ ) (a® —b* — P+ 2bc)(—a® + b® + ¢ + 2bc)
2bc B

(@ =b=0))((b+c)*—a® (a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c)

4b2¢? 4b2c? ’
Assim,
. a2 B a2b2 2
4 ((a+b+0)(—a+bib62)c(g—b+0)(a+b—0)) (at+bte)(—at+bte)a—bt+c)at+b—c)

E como tratar do r? Observe-se que as areas dos triangulos [BIC], [AIC], [AIB] sao iguais a %,

b—;, &, respectivamente. Logo, a drea de [ABC] ¢ igual a M; pela férmula de Herao, temos
assim
(a+b+c)r 1
f:\/s(s—a)(s—b)(s—c):i-\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
. Via+b+te)(—a+b+e)a—b+c)(a+b—rc)
N 2(a+b+c) '
Por fim,
2rR
_2.\/(a—i-b—i-c)(—a—l—b—i-c)(a—b+c)(a+b—c). abe
2(a+b+c) Vie+b+e)(—a+b+e)la—b+c)a+b—rc)
_abe
a+b+c
e portanto
2 a’b?c? abc

m:

(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)latb—c) a+b+c
Por outro lado,

XY = AX 4+ AV? — 2. AX - AY cosa

:(ab)2+(a0)22(@b)(aC)'_CLQJ;bchJrC2
(0D (@ (0 b)a )~ EEE
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Ora, temos (a — b)? + (a — ¢)? = (a® — 2ab + b?) + (a® — 2ac + %) = 2(a®? —ab — ac) + b* + ¢* =
b2 +c® —2a(b+ c — a). Além disso,
—a? +b? 4 2

(a—b)(a—c)-T:(a2—ab—ac—l—bc)~

be
—a? + >+ 2

2,32, 2
— b b .
a“+b°+c —alb+c—a) b

e portanto

222 _ _ _
XY2:a2a(b+ca)( a®+b"+c 2>:a2a( a+b+c)la—b+c)la+b—c)

be be

Para obtermos o quadrado do circunraio de [AY X], falta-nos dividir por 4sin?c«. Ora, j& vimos

£ : b —a+b —b b—
atrds que sin? o = (eFbro=at IbCQ)c(g +c)(atb—c)

. Entao o quadrado do raio pretendido é

a2 — a(—a—i—b—Q—c)(ab—b—i-c)(a—i—b—c))

2 o C

R[AYX] - (a+b+c)(—a+b+2c)ga—b+c)(a+b—c)
b?c

a?b2c? abe

T (a+b+o)(—a+btc)la—b+c)a+b—c) a+b+c

Logo, R[QAYX] = WQ, pelo que Rayx) = OI. Isto conclui o problema.

4.3.2 Abusando do Teorema das Cordas

O Teorema das Cordas da-nos uma relagao entre quatro comprimentos. Logo, se tivermos expressoes
métricas agraddveis para trés deles, podemos determinar o quarto.

Observe-se, por exemplo, a figura seguinte.

A
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Na figura, D é a interseccdo de AC' com a bissectriz interna de ZABC. O ponto E é a
interseccao de AB com o circuncirculo de [BCD]. Como calcular AE em fungio dos lados do
triangulo? Ora, simples: ji vimos como obter AD = ab—fc. Entao, como pelo Teorema das Cordas
AC-AD = AB - AE, obtemos

be Vo)

. =C
a—+c

b2

pelo que AE = s

O exemplo que vamos apresentar usa o Teorema das Cordas, mas de maneira um pouco mais
subtil. Esta solucao nao merece ser descrita como “brute force”, pois, apesar de fazermos planos
para grandes contas, quase todas vao simplificar muito (muito mesmo!) e as que nao vao podem
ser substituidas por observagoes sintéticas muito (mesmo muito!) simples. Contudo, é um exemplo

bastante instrutivo em termos de ideias métricas utilizadas, pelo que merece figurar aqui.

Problema 46 (IMO Shortlist 2011). Seja [ABC] um triangulo com AB = AC, e seja D o ponto
médio de [AC]. A circunferéncia circunscrita ao triangulo [BDC] intersecta a bissectriz do angulo
ZCAB no ponto E no interior de [ABC]. A circunferéncia circunscrita ao triangulo [ABE] in-
tersecta a recta BD num ponto F' # B. As rectas AF e BE intersectam-se em I, e as rectas CI

e BD intersectam-se em K. Prova que I é o incentro do triangulo [K AB].

Solugdo. Vamos comecar por provar que Bl ¢é a bissectriz do angulo ZABK; esta bissectriz é facil

de provar com angle-chasing facil. Para nao perdermos tempo com angle-chasing, vamos usar um
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truque maricas: seja D’ o ponto médio de [AB]. Entao, por simetria, £ é o ponto médio do arco
DD'. Logo, D'BE = EBF; isto é equivalente ao que queremos.

Entado agora temos duas opgOes: ou provamos que AF é a bissectriz do angulo ZKAB, ou
provamos que K I é a bissectriz do dngulo ZBK A. Neste momento ndo é nada ébvio como proceder,
principalmente porque o ponto K é bastante estranho; mais concretamente, a recta CI parece
estranhamente arbitraria e parece haver pouco a fazer com ela.

Vamos explorar a segunda possibilidade: seja T'= CINAB. Queremos provar que KT bissecta
/BK A; vamos tentar traduzir isto na linguagem da Métrica. Pelo Teorema da Bissectriz, queremos
provar que S

BT BK
AT~ AK
O que sabemos sobre a posicao de T na recta AB? O Teorema de Menelaus da-nos uma relagao

engracada: pelo Teorema de Menelaus no triangulo [ABD], com a recta TKC, temos

BT AC DK .
TA CD KB
(normalmente, quando trabalhamos com Menelaus ignoramos a orientacao dos comprimentos).
AD _

Como = 2, temos -
BT  BK
TA 2DK’

- BK _ BK :

Entéo, queremos provar que =%= = -=-=, ou seja, que

AK =2DK.

Isto sugere que temos de descobrir algo sobre a posi¢gdo de K na recta AD, e que esse “algo” nao
pode ser demasiado complicado. Mas isto parece quase contraditorio com a natureza “estranha”
do ponto K. O que podemos fazer com a recta C'I?

A recta CI tem aspecto de eixo radical, nao? De facto, o ponto I, pelo Teorema das Cordas,
étal que TA-IF = IB-TE. Além disso, C' é um ponto na circunferéncia circunscrita a [CEB]
(que afirmacao mais vazial). Entao CI é o eixo radical de qué? Da circunferéncia circunscrita a
[CEB] e da circunferéncia circunscrita a [CAF]. Essa dltima ainda nao esta no problema, mas nds

introduzimo-la.

Qual é a vantagem disto? E que assim ja sabemos algo sobre a posicao do ponto K: ele o ponto
na recta BD que tem a mesma poténcia em relacao as circunferéncias circunscritas a [BDC] e

[CAF]. Sendo S o ponto de interseccao desta iltima circunferéncia com BD, diferente de F', temos

KS -KF=KD- -KB.

Agora, para podermos explorar esta condigao, devemos descobrir algo sobre a posicao de S. Como

DS-DF = DA-DC, seria 1til calcular DF. Isto parece exigir muitas contas (embora seja exequivel
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com repetidas aplicagoes do Teorema das Cordas)! Mas felizmente nao precisamos de as fazer, pois

estamos com sorte: temos DF = DA, o que se prova facilmente com angle-chasing:
. ~ N . 1 -~ 1 -~ .
AFD:ﬂ—BFA:ﬂ—BEA:GEB:§C’E’B:§CDB:g—FDA
e daqui decorre que AFD = DFA. Logo, DA = DF.

Estamos realmente com sorte, pois entdo DF = DA = DC = DS! De facto calcular DS nao
podia ter sido mais agradavel. Entdo temos, j4 que KS-KF = KD - KB,

(DF + DK)(DF — DK) = DK(DB — DK)
DF’ - DK’ =DK-DB - DK’
DF’ = DK - DB

DA’ = DK -DB.

J4 sabemos como calcular DK! Depois podemos calcular AK com a Lei dos Cossenos. Mas, ja
que até agora conseguimos controlar tao bem as contas, para qué estragar tudo no momento final?
Paremos um momento para olhar para esta igualdade. Ela equivale a

DA DB

DK DA
pelo que os triangulos [DAK] e [DBA] sao semelhantes. Logo,
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e daqui segue que AK = 2DK e isto conclui o problema.
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4.4 Problemas propostos
Chegamos a hora dos problemas. Os seguintes problemas podem ser resolvidos com alguma Métrica.

Problema 47 (USA TST 2012). No triangulo acutingulo [ABC], [BC] é o menor lado. Um ponto
P estd no lado [BC]. Os pontos D e E estao nos lados [AB] e [AC], respectivamente, e sdo tais
que BP = PD e CP = PE. Prova que o circuncirculo do tridngulo [ADE)] passa por um ponto
fixo diferente de A, quando P wvaria.

Problema 48 (RMM 2012). Dado um triangulo nao isésceles [ABC], sejam D, E e F os pontos
médios de [BC|, [C'A] e [AB], respectivamente. A circunferéncia circunscrita ao triangulo [BCF] e
a recta BE intersectam-se em P # B, e a circunferéncia circunscrita ao triangulo [ABE] e a recta
AD intersectam-se em QQ # A. As rectas DP e F(Q intersectam-se em R. Prova que o baricentro

do triangulo [ABC] estd na circunferéncia circunscrita ao triangulo [PQR)].

Problema 49 (Ibero 2011). Seja [ABC| um triangulo e sejam X, Y e Z os pontos de tangéncia
do incirculo nos lados [BC], [CA] e [AB], respectivamente. Suponhamos que Ci, Cy e C3 sdo
circunferéncias com cordas [Y Z], [ZX] e [XY], respectivamente, tais que C1 e Co se intersectam
na recta CZ e C1 e C3 se intersectam na recta BY . Suponhamos que C1 intersecta as rectas XY e
ZX em J e M, respectivamente; que Cy intersecta as rectas YZ e XY em L e I, respectivamente;
e que C3 intersecta as rectas Y Z e ZX em K e N, respectivamente. Prova que os seis pontos I,

J, K, L, M e N estdo sobre uma mesma circunferéncia.

Problema 50 (IMO Shortlist 2012). Seja [ABC| um triangulo com circuncirculo w e seja | uma
recta que ndo tem pontos em comum com w. Seja P o pé da perpendicular do centro de w sobre
l. As rectas BC, CA e AB intersectam | nos pontos X, Y e Z, respectivamente. Prova que as
circunferéncias circunscritas aos triangulos [AX P, [BY P] e [CZP] tém um ponto em comum

diferente de P ou sdo todas tangentes em P.

Problema 51 (IMO Shortlist 2006). No triangulo [ABC], sejam Mg, My e M. os pontos médios de
[BC|, [CA] e [AB], respectivamente, e sejam Ty, Ty, T. 0s pontos médios dos arcos BC, CA e AB
do circuncirculo de [ABC) que nao contém A, B e C, respectivamente. Para cada i € {a,b,c}, seja
wi a circunferéncia de diametro [M;T;]. Seja p; a tangente externa comum a wj e wy (para qualquer
{i,7,k} = {a,b,c}) tal que w; € separada por p; de w; e wy. Prova que o tridngulo determinado

pelas rectas pq, py € pe € semelhante ao triangulo [ABC] e determina a razao de semelhanga.

Problema 52 (USAMO 2013). Seja [ABC| um triangulo. Determina todos os pontos P no seg-
mento [BC] com a sequinte propriedade: se X e Y sdao as intersec¢oes de PA com as tangentes

externas comuns aos circuncirculos de [PAB] e [PAC], tem-se

<PA>2+PB-PC_1
Xy) 'AB-4C
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A Expressoes trigonométricas para distancias num triangulo

As seguintes férmulas néo foram incluidas no corpo do texto. Nao é realmente importante sabé-las

todas de cor, pois sao relativamente ficeis de provar usando a Lei dos Senos.

%b*c o seu semiperimetro. Sejam

Seja [ABC] um triangulo cujo circunraio é R = %, eseja s =

I, J e H o incentro, o excentro oposto a A e o ortocentro de [ABC], respectivamente. Entao,
e AH = cosq.
e O comprimento da altura relativa a A é sin $sin-y.

o AI = 2sinZsin 2.

2 2
. AJ:2COS§COS%.
e O inraio é rz?sin%singsin%.

O raio do excirculo oposto a A é r4 = 2sin § cos g cos 3.

® s—a=2cos g sin g sin 3. Recorde-se que s — a ¢ a distancia de A ao ponto de tangéncia do

incirculo com o lado [AB] (ou com o lado [AC)).

gcos % Recorde-se que s é a distancia de A ao ponto de tangéncia do A-

excirculo com a recta AB (ou com a recta AC).

s = 2COS%COS

A area de [ABC] é w
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B Expressoes métricas para distancias num triangulo

Algumas das seguintes férmulas ja foram incluidas no corpo do texto; outras, mais especificas e

com menos aplicabilidade, nao foram.

Seja [ABC] um triangulo, R e r o seu circunraio e o seu inraio, respectivamente, e seja s = %b*c

o seu semiperimetro. Entao

ac

e A distancia de B ao pé da A-bissectriz é =

A distancia de A aos pontos de tangéncia do incirculo em AB e AC sdo iguais a s — a.

A distancia de C' ao pé da A-altura é W.

e Ol = VR? - 2rR. (Teorema de Euler)

A érea do tridngulo é S = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢). (Férmula de Herao)
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