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SUR L'ALGEBRE DES PUISSANCES DIVISEES
D'UN MODULE
ET LE MODULE DE SES DIFFERENTIELLES

Par M. Norsert ROBY.

On désigne par A un anneau commutatif unitaire. Par module nous
entendons un A-module unitaire. Par algébre, nous entendons une A-algébre
assoctative et commutative. Une algebre n’a pas nécessairement d’élément
unité; si elle en a un, elle est dite unitaire. Un homomorphisme d’algébres
o : R — S est un homomorphisme de modules qui respecte la multiplication.
S1 R et S sont unitaires et s1 ¢(1) = 1, on dit que ¢ est unitarre.

Tous les produits tensoriels considérés sont pris sur ’anneau A.

En algébre commutative, la distinction entre « module & droite » et
« module a gauche » est en principe sans objet. lci, toutefois, nous consi-
dérerons des modules P ou, pour noter le produit d’'un élément z€P
par un scalaire Z€A, nous aurons a utiliser soit la notation %z, soit la
notation zA. Dans le premier cas (resp. le second), nous dirons que P est
un module & gauche (resp. a droite); cette distinction tient donc avant tout
a une convention d’écriture. En principe, tous les modules sont considérés
comme modules & gauche. Mais il arrivera que, pour un méme groupe
abélien P, on ait & considérer deux structures de A-modules, 'une notée
a gauche et l'autre notée a droite. Si l'on a, en outre, (Az) = 7% (zu),
on dira que P est un bimodule. Le module a gauche (resp. a droite) sous-
jacent au bimodule P sera noté P¢ (resp. P9).

I. — Les bimodules M.

1. Le BimopuLeE Ay — Soit p un nombre premier > 2. L’idéal prin-
cipal engendré par p.1 dans A est noté (p). On pose
A/ (p) =A,.
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76 N. ROBY.

Nous n’utiliserons pas la structure d’anneau quotient de A, ; par contre,
nous utiliserons sa structure de A-module quotient, que nous notons
a gauche.

Pour tout entier A > 1, nous désignerons par A,. la donnée du groupe
additif A, et des deux applications

AxA,—A, et A, x A=A,
définies respectivement par

(3, @) >2a et (o, 1) >p’"2  (que nous nolons o).

La premiére de ces applications confére a A, une structure de module
a gauche, qui n’est rien d’autre que sa structure de module quotient.
La seconde confére a A, une structure de module a droite; la seule chose
non tout a fait triviale a vérifier est
() = ap Ay
et cela résulte de la relation dans A,

()" = " pt ().

On vérifie aussi que % (axp) = (Ax) p. Ainsi, nous venons de définir un
bimodule noté A, avec Afi= A,.
De la relation %(x 1) = (&) p. il résulte que ’homothétie de rapport 7

dans Aj. est un endomorphisme de Aj;, que nous notons 7.

2. Les Bimopures M. — Soit, a présent, un module M. Nous formons

le produit tensoriel
M,',’h_ /,h® M

que nous considérons comme module d drotte.
1 d \
Pour x€ A, et €M, nous notons x @ a I'élément xQx de M, ou « est

ph
L P4 \ vl
considéré comme appartenant a Aj.

On fait maintenant opercr A a gauche sur le groupe abélien M, sous-
jacent & M., de la maniére suivante : la multiplication a gauche par % est
endomorphisme de M/ égal & #® <y, ol zy est Iapplication identique
de M. On vérifie que cette loi externe fait de M, un module & gauche,
que nous notons M. Enfin, ces deux structures de modules sur M, en
font un bimodule. Les deux lois externes du bimodule M, sont explicitées
par les formules suivantes :

( VieA, aelA, xeM:

}(O{@J‘) ={(1a) Q x,

ph ph

(“%”) 9" (2.) —(00\ ) Q= (W"a )®J;:7\/’h(a®.zz>.

ph /”' /,h /,h
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Remarques. — 19 S1 M = A, le bimodule M, s’identifie au bimodule A,
défini auparavant (notations cohérentes).

20 Si A = Z, on a Z{.= Z),= F, (corps & p éléments), car dans Z on a
la relation 2”'= %(p). On en déduit que, pour tout h :

Mfh= M}fh:: MQQF,=M/pM.

39 51 A contient un sous-corps de caractéristique o, on a A,= o,
car (p) = A. 1l en résulte que M, = o.

4° S1 A contient un sous-corps de caractéristique ¢ >~ 2, on a

(A sip;ﬁ’q}donc A,,:{O siop#q,

()= lo si p=gq A sip=yq.

1l en résulte que M, = o si p 5 ¢.

Supposons en outre que A = F,. Alors, les multiplications externes
a droite et a gauche coincident toujours, en vertu de la relation A7"= 2
dans F,. On a donc

Mi=MHi=AQM=M.

1. - Le résidu de I' (M).

3. Le RESIDU D’UNE ALGEBRE. — Soit R une algébre. La loi multipli-
cative de R étant bilinéaire, il existe une application linéaire p.: RQ R — R,
avec U (r@s) = rs.

On appelle résidu de R le conoyau de p.. Le résidu de R est done le module
quotient de R par le sous-module I engendré par les produits deux a deux
d’éléments de R.

On peut noter que I est aussi un idéal de R; mais la multiplication
induite sur le résidu par passage au quotient est tout a fait inintéressante,
car avec cetle structure le produit de deux éléments est toujours nul.

v 4. Le résipu pe I'y(M). — Soit M un module. Nous introduisons
Ialgébre I'(M) des puissances divisées du module M (cf. [2], essentiel-
lement chap. I1I).

Nous désignons par G(M) le résidu de P'idéal I', (M) et par ¢: I', (M) — G(M)
Papplication canonique. Nous allons expliciter la structure du module G (M).

Soit I le noyau de ¢; c’est 'idéal de I'.(M) engendré par les produits
"y (z, y €M; ny m >1). Comme ces éléments sont homogenes, 1 est
un sous-module homogeéne de I'algebre graduée I'y (M) = Gjl‘,,(M). Si lon
pose =

L,=1nl, (M) et G,(M) =TI, (M)/L,,
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on a donc une graduation du module G(M) sous la forme

n>1
TutoremME 1. — On a
G, (M) ~M;
Pour n> o:
G,(M) =o st n n'est pus une puissance de nombre premier
G, (M) ~ Mg st n=ph (p, nombre premier).

19 Pourn =1 :

Le produit de deux éléments de I'. (M) a toutes ses composantes homo-
génes de degrés 2 de sorte que I,=o0. Comme I''/(M)~ M, on a

bien G, (M) ~ M.
Si l'on identifie, comme d’habitude, M & I', (M), on pourra donc écrire

a condition de poser ¢ (x) = x pour z € M.

20 Pour n >>2, non puissance de nombre premier :

I suffit de montrer que I',(M) C 1.
Un élément de I',(M) est une combinaison linéaire d’éléments w de la

forme 2., al(ky+...+ k,=n, ki>1). Si p=>2, on a u€l,. Il
suffit donc de montrer encore que, pour tout xt€M, on a "' € I,.
Or, I, contient tous les produits ' 2= ((r, s)) 2", avec r==1, s > 1

r+s=net((r,s)) =+ s)!/r!s!;il contient donc aussil’élément d, z"",
ou d, est le p. g.c.d. des nombres ((r, s)) précédents. Mais 1l est connu
que, si n n’est pas une puissance de nombre premier, d, est égal a 1.
Donc 2"e 1, C. Q. F. D.

39 Pour n = p"(p premier 2, h > 1) :

Il est connu qu’alors d,= p. Par un raisonnement analogue a celui
du 2° on peut donc déja aflirmer que : ‘

— G, (M) est linéairement engendré par les p(a");

— p(px ) = pp(a”) = o; autrement dit : tout élément de G,(M) est
annulé par p. "

Il en résulte qu’on peut équiper G, (M) en module a droite, la multipli-
cation a droite par % étant la multiplication a4 gauche par »". Ce module
oy

a droite sera noté G, (M), tandis que pour la structure initiale de module
a gauche on gardera la notation G, (M).

Pour % € A, désignons par % sa classe modulo (p).
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Considérons 'application
o Af < M—>GY (M)
définie par
o(%, 2)=1p (x).
Cette définition a un sens, car Ag(z™) ne dépend que de la classe de
A modulo (p).
e ¢ est linéaire en z, car :
—: oM z4y)=ro((x+y)) = 2 Ao (2 y15))
r+s=n
= ko (2") + Ro (yM)  (car g annule 2] ylsl si et s> 1)
=9k 2) + (2 5);
—: ¢(h, pa)=lp(pral) =hpp (@) = hp (2l) p=o (X, ) p.

e o est linéaire en 4, car :

—: U+ @) =0+ ea) =9, @) + 9(p );
—: (T, @) =gk, @) =o(p'h, @) = php (alv),
=1p(a) p=o(h =) .
Il en résulte une application linéaire
w: MOU=A4LQM — G (M)
telle que .
u (i? Jl?) =Ap (zM).

Mais on vérifie aussi que u est linéaire & gauche :
u[p.(i @ a‘)] —=u [((J.D @ :c] =u [(ﬁ) @ xl =pho (2M) = ‘uu<7\ @ 1)

Autrement dit, u est une application linéaire de Mj. dans G, (M).

Nous allons maintenant fabriquer une application en sens inverse.

Soit R une algébre unitaire quelconque. Formons le module 4 gauche :
Ts=M& @ R.

Comme tous les éléments de M,: sont annulés par p, il en est de méme
de ceux de T4 On peut donc définir sur T¢ une loi externe a droite, la
multiplication a droite par A étant la multiplication a gauche par A". On
obtient ainsi un module a droite T

Considérons I'application

Y: MxR->TY
définie par

$(x, r) :(T X x) X .

n
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e { est linéaire en x :

......

— @ additivité évidente ;

—: d(hr,r)= (T @ Xr) Rrr—= " (T@ 1) Q=14 (x, 7).

e L estlinéaire en r:
—: bz, r4+1") ::(T ®J)®(I+ I")”:(T@x)@l'”+<T®x)®l""
= (z, r) +g(x, )
on a utilisé le fait que (7 -+ 7')"= r*—+ r'*+ multiple de p;

— d(a, hr) =0 (e, r) =Y (2, ) Al

Il en résulte une application linéaire
Fr: M®R-—>T¢
telle que
Fr(z@r) :(T @ :c) X rn.

Plus généralement :
q.

FreaQ@ri—+...4+~x2;,Qry) = Z (T@ 1’A~)® r

k=1

Si I’on considére Fy comme une application de M@ R dans T*= M/, Q R,
Fy n’est plus linéaire. Cependant, si ®: R — R’ est un homomorphisme
unitaire d’algébres, il est clair que le diagramme suivant est commutatif :

F ’
M®R —> M&® R
y®0 l l:u®@) (N=M).

¥

M@ R 2> Min @ R

Autrement dit, les Fy, constituent une lot polynome F sur le couple (M, M)
(ef. [2], p. 219). Il est clair que F est homogéne de degré n ([2], p. 226).
D’apres ([2], th. IV-1, p. 266), 1l existe une application linéaire ¢: I',, (M) - M,
telle qu’on ait

. o = : : .
Fr(ei@ri+...+2,Qr,) = Z o (a2t @ rhe L rha.

kit hg==n

D’aprés Punicité d’une telle écriture ([2], th. I-1, p. 220), on a donc:
— e (L alll) = o si deux A; au moins sont i1, autrement dit: ¢ sannule sur l,;
— () =T .

"
La premiére de ces assertions montre que ¢ se factorise en w o ¢, ou w est

une application linéaire de G, (M) dans M}, et 'on a

woo(xl") =T x,
; ,!
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51 Pon rapproche cette formule de celle déja établie ci-dessus :

u <T X .7') =0 (x),

"

st Pon remarque enfin que les z(2"') .engendrent linéairement G, (M)
et que les 1 (X)fv engendrent linéairement M/, on voit que u et w sont des

lsomorphlsmes inverses 'un de l'autre, et le théoréme est démontré.

Désormais, nous identifierons G,(M) et M/, en posant

o(2)y =TRx
n
et 'on pourra écrire

GM) =M@ EB M,

prh

ou la sommation est étendue aux nombres premiers p > o2 et aux
entiers h > 1.

La PD-Avcitsre G(M) = AP G(M). — L[idéal [ précédent est aussi
un idéal de I'(M). On peut donc considérer ’algébre-quotient G( ) =T (M)/L.

Il est clair que le module G(M) est la somme directe de I.,(M) =A
et de G (M) :
GO =A@ G(M).

L’anneau A est une sous-algébre de G(M) et G(M) est un idéal de G(M).
De fagon précise :

— le produit de deux éléments de A est le produit usuel dans A ;

— le produit d’'un 2.€ A par un g€ G (M) est 2g[multiplication scalaire
dans le module G(M)];

— le produit de deux éléments de G(M) est nul.

L’application canonique
TM) =A@T. (M) >A DG M) =G (M)

est un homomorphisme d’algébres prégraduées ([3], §1). En outre, on sait
que I'(M) est une PD-algebre ([3], § 2 et 10). Montrons que I est un idéal
divisé ([3], § ).

I est I'idéal engendré dans I'(M) par les 2 y'¥ (2, y€M; p, ¢ > 1).
Or, pour n>>1, on a Y.(a" y') = (x'")" v, (y'") €1, car (z'")" et v,(y'")
sont dans I'_(M). Done 1 est divisé ([3], § 5, prop. 4).

Par passage au quotient il en résulte une structure de PD-algébre sur
Ialgébre prégraduée G (M) ([3], § 6).

Cette structure est assez intéressante; car st la multiplication dans G (M)
est tout a fait triviale, les puissances divisées le sont beaucoup moins.
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On a vu que le module G (M) est linéairement engendré par les éléments
de la forme x et 5(2"") (v€M, p premier, h >>1). Les puissances divisées Y,

dans G(M) seront donc connues si, pour n>> 0, on connait tous les v, ()
et les v, 00 (2""). _

Tous les Y, sont égaux a 1. KEtudions donc les cas ou n > 1.

e Détermination de v,(x) :

Yu(2) =vuep(x) =pey,(x) =p(zM).

Donc : ‘
Y(Z) = 0 si n n’est pas une puissance (éventuellement nulle) de nombre

premier;
Yu(2) = ¢(2"") si n = p"(p premier, h>>0).

e Détermination de Y,°0(z”") (p premier, k>1) :

Ynop (2P=g oy, (21?") = [(n p*) !/n! (p* )" o (2171).
Done, si n n’est pas une puissance (éventuellement nulle) de p, on a
nopo(xP)y =o.
Sin=p"(h>o0), on a
Tnop (2P = [(np*) I/ nt (pr1)"]p (2lr™H1).

Dans cette expression, le coefficient numérique (n p*)!/n! (p"!)" peut
étre remplacé par tout autre entier qui lui est congru modulo p, car p
annule M,..«. Or, il est congru & 1 modulo p (¢f.,, par exemple, [2],
lemme p. 343). Donc v, ¢(z?") = o(a”**").

On constate que tous ces résultats sont rassemblés dans le

TutoriME 2. — Dans la PD-algébre G(M), on a

VxeM, hx>o, Ao, ppremier>2 el n>>t1:

Yo 00 (") =13

Ynop(2P)y =o sin west pas une puissance (éventuellement nulle) de p ;
Ypho p (2IPM) = p (2P*+M)

En outre, pour n > 1, les applications v, sont additives.

La derniére assertion précise encore la structure des puissances divisées

dans G (M). Elle se vérifie immédiatement; pour u, v € G(M), on a

n—1

Ta (1 9) =70 (1) 70 () + X, 7 (0) Yai (9) 5

k=1

or le 2 est nul, car le produit de deux éléments de G (M) est nul.
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III. — Les lois formelles additives.

6. ParaGraPHE UNIQUE. — Solent deux modules M et N :

Une loi formelle F (¢f. [2], chap. VI) sur le couple (M, N) est dite additive,

si, m et m’ désignant deux exemplaires de la loi identique sur M, on a
F(m—+m') =T (m) +TF (m).

Autrement dit, pour toute algébre R et pour z et z’€M(R)
([2], chap. VI, §1), on a

FR(Z —+ 3’) :FR(S) +F[{(3,).

D’une maniére générale, une loi formelle F€ F (M, N) est décrite par une
application linéaire ¢ : I', (M) — N et, pour z = 2,Qri +...+ 2, r, € M(R)
(les r; étant nilpotents), on a la « formule de Taylor » :

Fp(@@ri+...+2,Qr,) = Z g (alft. L. 2y @ vl rha
A-1+..4+/.-q;1
En particulier :

Fp(z®r) :Z o (1) ® rt.

k>

Prorosition 1. — Pour que F soit additive, il faut et il suffit que ¢ s’annule
sur 1.

o Nécessité : Si F est additive, on a aussi

Fo (o @71+ 2, @1 l,)——EFn(Tz rl)_z 2 () @ 1.

i=1 h;>1

D’aprés lunicité d’une telle écriture générale, on en déduit que
0@ ... 2"y =0 si deux des k; au moins sont >>1. Autrement dit,
os annule sur [.

e Suffisance : 81 ¢ s’annule sur I, la formule de Taylor montre que

Fr (2@ 1o+ 2, @ 1) _2 29(;0 N 7t :—Zrﬁ(xl ),

i=1 k>

C. Q. F. D.

Pour que F soit additive, il faut et suffit donc que ¢ se factorise en $op,
ou ¢ est une application (nécessairement unique) de G (M) dans N.
En particulier, 'application ¢ :T' (M)~ G(M) définit une loi formelle
additive sur le couple (M, G(M)), que nous notons «, : nous disons que
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 2. 11
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ay est la lot additive canonique sur le couple (M, G(M)). Elle se définit
par additivité & partir de la formule '

(a)n (2 @r)=a@r +2 (T@ 1,) ®
R ph

(p premier > 2, h>1).

On peut donc énoncer le

Tutoreme 3. — Il existe un tsomorphisme bijectif entre le module des lois
formelles additives sur le couple (M, N) et le module des applications linéaires
de G(M) dans N. Si Fe€F (M, N) (additive) et L& > (G(M), N) se corres-
pondent de cette maniére, on a

F=1Yoay,

ot %y est la lot additive canonique sur le couple (M, G (M)).

IV. — Le module des différentielles de I'algébre I'(M).

7. DEs REMARQUES ET UN LEMME. — Soient deux A-modules M et N.
On désigne par ¢(M, N) le module des lois complétes sur le couple (M, N)

(ef. [4]).

Soit R une algébre unitaire et supposons, plus précisément, que N soit
un module sur R. Nous savons déja (¢f. [4]) que C(M, R) peut étre muni
d’une structure d’algébre unitaire sur A ; nous allons montrer ici qu’on peut
faire de ¢(M, N) un module sur ¢ (M, R).

On peut dire que la structure de N comme R-module est définie par
unc application A-bilinéaire

B: RxN-=>N, avec B (r,y) =ry,
ou par une application A-linéaire,
g RQN—>N, avec p(r@y)=ry.
On peut considérer 3 comme une loi bihomogéne de bidegré (1, 1) sur

le couple (R X N, N). Pour deux lois complétes
veC(M,R) et Fec(M, N),

considérons alors la lot uF € ¢(M, N) définie par
ul =05(u, V).

De maniere explicite, pour une algébre unitaire S et pour z&€M(S),
on pose
(uF)s(z) = us () Fs(3);
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ce dernier produtt, avee us(z) ERQ S et F(z)€NRS, se calcule a partir
de us(z) @ Fs(z2) ERQSQ N® S, en contractant RQ N sur N par 1. et SQ S

sur S par le produit dans S.
Il est tout a fait trivial de vérifier ensuite que la loi de composition externe

e(M, R) x &(M,N) >¢C (M, \)

définie par (u, F)— uF, conféere & ¢(M, N) une structure de module

sur ¢(M, R). Si N=R, on retrouve la multiplication déja connue

de ¢(M, R).
Exemple. — Supposons que R=T(M) et que N soit un I'(M)-module
(donc ausst un A-module). Soit g€ ¢(M, N). On peut éerire
g=goe",

ou e" est la loi compléte universelle sur le couple (M, I'(M)) (cf. [4]), et ou
o est une application A-linéaive de I'(M) dans N.

Nous utiliserons plus loin le lemme suivant :

Lemme 1. — En posant

F—ely
on a
F=Doe",
ot D, application A-linéaire de I'(M) dans N, est donné par la formule
D=po(crm®g¢) A
[On rappelle que A est Papplication diagonale I'(M) —T'(M) @ I'(M)

définie en[2], (p. 290), et que 1. : I'(M)@ N — N est Papplication qui définit N
comme I'(M)-module.]

En effet, soit S une algeébre unitaire et soit

= @si+...+x,Qs5,€MKS (les s; nilpotents) ;

on a
/ N\ / ~
Fg(s) = ( Z il @ sl sty ) < 2‘ o (aifl. bty @ she. . .sf}»)
N /II, /Ny, """“I‘
: \
== o (g1 oo N i @ kL k) s, st
P I'on@) @ ) id 1 P 1 P 1 Y
Mivonnn ny Sy k= ny /z,,+ /.*/,T:n/,
[ ) 1
= 2‘ po(crm®@ @) oA (il all) Qs sy

Mgy ooos Mtp

Donc,
F=po(crm®o)ocloe",
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8. LEs DERIVATIONS ET LE MODULE DES DIFFERENTIELLES D UNE
ALGEBRE. — Soient R une algébre, N un R-module. On appelle A-dérivation
de R dans N une application D : R — N telle que :

a. D est A-linéaire;

b. vr, s€ R: D(rs)=rD(s)+ sD(r).

Si P est un R-module et si ¢ : N— P est R linéaire, alors LoD est une
A-dérivation de R dans P.

Il est connu (cf. par exemple [1]) qu’on peut associer a toute algébre R
un R-module ®M(R) et une application d: R - @ (R), de telle sorte que :

19 d est une A-dérivation;

20 toute A-dérivation de R dans un R-module N se factorise de maniére
unique sous la forme D = uod, ot u est une application R-linéaire de @ (R)

dans N.

Les conditions 1°, 20 déterminent le couple (@D (R), d) 4 un isomorphisme
prés.

Le R-module @ (R) s’appelle le module des A-différentielles de I'algébre R,
et d est Uapplication différentielle de R dans ®(R). On dit que d(r) est
la A-différentielle de r.

On trouve dans la littérature, par exemple dans [1], une construction
devenue classique de @(R). Ici, nous en donnerons une autre pour
Palgeébre I'(M), qui permettra de expliciter entiérement.

9. LEs A-DERIVATIONS ET LE MODULE DES DIFFERENTIELLES DE
v’ aLcEBRE I'(M). — Soit M un module. Nous notons par m et m’ les deux
projections canoniques du module MX M sur M; nous notons aussi par y
et v’ les deux projections canoniques de I'(M) X I'(M) sur I'(M).

Lemve 2. — Soit N un T'(M)-module. Pour qu’une application A linéaire
D :I'(M) - N soit une A-dérivation, il faut et il suffit que, dans le module
CIT(M)xI'(M), N) considéré comme module sur C(I'(M)xT' (M), I'(M)),
on ait la relation

D) =D ) +7 D).

En effet, chacun des deux membres représente une lo1 bilinéaire sur
le couple (I'(M) x I'(M), N). Pour que ces lois soient égales, 1l faut et 1l suffit
que leurs restrictions au module I'(M) X I'(M) coincident, c’est-a-dire que D
soit une dérivation.

Lemme 3. — Pour qu’une application A-linéaire D :T'(M)— N soit une
A-dérivation, il faut et il suffit que, dans le module C(MxX M, N) considéré
comme module sur C(MX M, I'(M)), on ait la relation

D(e’" (m) e™ (m.’)): e¥(m) ‘D(e"l (m/)) + e (m') .D(e“ (m)).
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e Nécessité : Elle découle du lemme 2, ou I'on compose ¥ avec e (m)
et Y avec e"(m').

e Suffisance : En égalant dans les deux membres la composante bihomo-
gene de bidegré (p, ¢), 1l vient

D (mwWlm/'uly = m1. D (m/ 1) - m/Wl D (mlrhy,

Composons m avec m,+...4+ m, et m' avec m,—+...+ m,, ou les m;
et m; sont les projections canoniques de M" et M' sur M, et prenons la

composante multithomogene de multidegré (hy, ..., b ki, ..., k) (avec
hi+...+h=pethk +...4+ k=ygq). 1l vient, en posant
w=misl ... mlw et o= mfkl ks

D (up) =u D (¢) + ¢ D (u).

Si I'on compose enfin, dans cette égalité des lois polynomes, chaque m;
(resp. m;) par un élément a; (resp. y;) de M, on obtient une relation qui
montre que D est une dérivation.

Prorosirion 2. — Soient M un module et N un I'(M)-module. Pour
une application A-linéaire D :T'(M) - N, posons F(m)=Doe"(m) et
g(m)=¢e" (—m) F(m), de sorte qu'aussi F(m)=e"(m) g(m). Alors,
pour que D soit une dérivation, il faut et il suffit que g(m) soit une lov formelle
additive.

La formule du lemme 3 s’écrit en eflet
F(m—+m)=e"(m)F(m)+e“(m)F(m).

Si 'on multiplie chaque membre par e"(— m —m') = e"(— m)e"(— m’),
on obtient la formule équivalente

glm—m') =g(m)+g(m).

On voit que g est une loi formelle en composant m et m’ avec o, ce qui
donne g(o) = o, et que deés lors g est une loi formelle additive,

C. Q. F. D.

D’apres le théoréme 3 du présent article, une loi formelle g sur le
couple (M, N) est additive si et seulement si elle est de la forme ¢ogoe”,
ou ¢ est une application A-linéaire de G(M) dans N et ou ¢ est Papplication
linéaire de I'(M) sur G(M) qui s’annule sur A et qui coincide avec ¢ sur I' (M).

D’apres le lemme 1 ci-dessus, on voit que l'application D : I'(M) -~ N
est une A-dérivation si et seulement si elle est de la forme

D=po(erm®@9) o (crm®@q)oA.

Posons

d=(Gra@q)eA.
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(Cest une application A-linéaire de I'(M) dans I'(M)® G(M). Posons
aussi ® = uo(cp,,Q¢); P est Papplication A-linéaire de I'(M)&Q G(M)
dans N définie par ® (Y& g) = v7(g). On voit que P est aussi I'(M)-linéaire,
st 'on fait de I'(M) @ G (M) un module sur I'(M) de maniére évidente.

Ainsi, pour une dérivation D de I'(M) dans N, on a D =®od, ou ® est
une application I'(M)-linéaire de I'(M) @ G(M) dans N.

Réciproquement, soit ® une application I'(M)-linéaire de I'(M) Q G (M)
dans N. Définissons ¢ : G(M) - N par o(g) = ® (1 Q) g); alors, ¢ est A-linéaire
etona® = o (¢, @ 9). Silon définit D par D =®-d, on voit que D est
une dérivation. De fagon plus précise, on a

Doe¥(m)=e"(m)g(m), oit g(m)=9o0qgce"(m).

Supposons qu'on ait aussi D=®'ed, avec ® :I'M)Q G(M)—> N
et I'(M)-linéaire; définissons ¢: G(M) > N par ¢'(g) ="' (1 ® g). Alors
on aura aussi Dee"(m)=e"(m) g'(m), avec g'(m)=9¢"oqoe"(m). De la
il résulte successivement

el(m)g(m)y=e"(m)g (m); L(m)y=g"(m);

Peg=g9oq; 0=¢; =0
Ainsi, pour que D soit une dérivation, il faut et il suflit que D soit de la
forme ® o d, o ® est unc application I'(M)-linéaire définie sur I'(M) @ G(M);
en outre, un tel ® est unique. ‘
En particulier, d est une dérivation de I'(M) dans I'(M) Q) G(M).
En vertu des résultats rappelés au paragraphe précédent, on peut donc
énoncer le

Tutorime 4. — Le module des A-différentielles de. Ualgébre 1'(M)
est le module @ IT'(M))=IM)Q G(M). Lapplication différentielle
d: (M) — @ (((M)) est définie par la relation

d= (ﬂ'(»h@ q) oA,

o A est Uapplication diagonale ¢t ot q est Uapplication linéaire de I'(M)
sur G(M) qut s’annule sur A et coincide avec ¢ sur I'_(M).

Sott N un I'(M)-module. Il existe une correspondance bijective entre
Uensemble des A-dérivations D de I'(M) dans N et ensemble des applications
A-linéaires ¢ de G(M) dans N. St D et ¢ se correspondent de cetle maniére,
on a

D=po(erm@9)od,

o p:I'(M)Q N — N est Uapplication qui définit N comme I'(M)-module.

10. ExpressioNn DEs DIFFERENTIELLES DANs I'(M). — Comme I'(M)
est engendrée algébriquement par les 2" (x€M, n>-0), Papplication
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différentielle d:I'(M)-—> I'(M)Q G(M) sera explicitée dés qu'on aura
explicité d(z"'). Nous supposons n>>1, car d(1) = o.

On a
A (winl) :Z 2k Q) ik
k=u
d’ou
d (i) :21’“”‘“@ o ().
k=1
Finalement

Prorosirion 3. — A la décomposition

@My =T M) QM) B (I'(M) @ M)

Pl

(p premier, h>>1), correspond pour n>=1 la formule

d (@) = (2 @) + ¥ at N <T ® a:),
ph

/'hé "

Remarque. — Définissons les applications
di: MsT(M @M et dy: M—>T (M) QM
par

di(x) =1Q « et dyi(x) :1®<T®w\).

ph

Alors on a

d(;[;[n}) — =1 d, (L) + 2 rn—ph (l/,h(‘L').

phzn
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