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Séninaire H.- CARTAN, E.N.S., 1954/55. , 9-01

DETERMIVATION DES ALGEBRES H (W,n VA )
et H*(Myn;Z ), p premier :meulr.
(Exposé de H. CARTAN, 17.1,1955)

1.~ Mots admiggibles ; opérations corrcspondantes.

Considérons trois symboles & , Kp et ('Pp . Considérons les motgs (sui-
tes finies, y compris la suite vide) formés avec ces trois éléments. La hauteir
n d'un mot & sera, par définition, le nombre totel des lettres du mot <A
dgales & © ou d cpp . Le degré d'un mot & se définit per récurrence sur le
nombre des lettres de & : le degré du mot vide est O ; un mot non vido
s'écrit sous l'.une des trois formes Got , Xpo( ’ L_ppd y OU A est un mot ;‘
on pose _

(1) deg(et) = 1 + deg®) , deg(EbCK) = p.deg®) ,

{deg(LP o) = 2 + p.degl) .

La difference entre le degré et la hauteur est le degré stable q ; le degré
est donc n +q . '

Un mot A sera dit gdmissible si ¢ (i) © n'est pé.s vide, la premiére
et la derniére lettre de ol sont & ou (.P 3 (ii) pour chaque lettre KD

ou (Pp du mot, le nombre des lettres & s:.tu' 3 droite est pair.

Proposition 1. - Soit & un mot admissible de hauteur n ; pour qu'un
mot {3« soit edmigsible de hauteur n + 1 , il faut et il suffit que lc met
(3 soit réduit & la lettre 6 si deg(:{) est impair, et, gi deg(®) gst pnir,
que [> soit égal A G(b/) ou & (P(z;p , k entier >0,

C'est une conséquence irmédiate des définitions,

Un mot admissible cA  est dit de premiére espécg s'il se to rmine (& Arci-

te) par lo lettre & ; de deux:Leme espece s 11 se termine par QP . A chaque

mot edmissible of , de premiére espéce, associons une anllcatlon _

) : Tptt — Hn+q(T\',n;Zp) ,ob n et q désignent la hauteur et le degré
stable de & ; on définit f) par récurrence sur la heuteur du mot A , en
poscnt les conditions suivantes : si of est de hauteur 1 (done & =6 ),

flx) est la suspension 6 : TF(X)Z —> H (T\',l yA ) ; 81 o = €3, le mot edris-
sible [> étant de heuteur n et de degre mpalr n+g , f) est l'applico-
tion composée "T'/pTF‘—fL% Hn+q('T\',n§Zp) 2> H¥1+q+1 (TT,n+1;Zp). 3 si
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X =:6(3b)ki3 » le mot admissible (3 étant de hauteur n et de degré peir

n+q , f{x) est 1'application composée
£(3 Bol
Tr __i_l> . 5o 8pk, . .
Tf/p Hn+q (TF,n,Zp) Hpk(n+q)+1 (Tf,n+l,Zp) 9

si A :(pp((yp)kg » le mot admissible (3 ¢tent de hauteur n et de degrd
pair n+q , f&) est 1'applicgtion conposée

£(6 5 %%k
. . TT "
-W/pTF Hn+qm’n’£p) _—Q—%'é HpkA+l(n+Q)+2( 9n:Zp) .

A chaque not edmissible A , de deuxiéme esbéce, on associe une applici-
tion f@r) : o1 —> Hn+qfﬂ}n;zp) , ol n et q désignent la hauteur et 1c
degré steblc de <k ; on définit f{*) par réecurrence sur lo heuteur du not
o , en posunt les conditions suivantes : si K est de hauteur 1 (done X = g: )
f&) est l;application c?p : ﬁTT —> H (H}l Zp) ;5 la recuvrence se fait com
dans le cos d'une suite de premidre espece ¢ on pose f(6(3) f(b) ;

f(6(5p)k’,5)' -6 o0 ¥ pk-© £(R) , @ (5p) {3) =P, © ¥pk © £Q

o

Proposition 2.~ Les applications f*) sont lindaires, lorsque 1'entier
premier p est imgair. ' '

En effet, s:w/pTr—-»H(vrlz) et cp rT-—)H(TV,lz) sont
linéaires ; la démonstrction se fait ulors par recurrence sur la hautour de
o, en obs.rvent que © est lindeire sur les éléments de Hn+q(“}n;Z ) (n+g
impair), et que G o ¥ pk et Py 9 ¥pk sont linéaires sur les éléments dec

n+q(T;n,Z ) (n+q peir). Ce dernler point résulte de la formule (3) de lex—
posé n° 7 (proprletes des puissances d1v1sees) et du feit que S et $¥ sont
des applications lindaires qui s'annulent sur les $1ldments décomposablas (Expo-

sé n® 6, proposition 1 et proposition 3).

2.~ Les algdbres U(M(n)) .

Pour chaque entier n »1 , définissons un Z_-espace vectoriel gradué
M(n) , comme suit ; c'est lo somme difecte d'autang_d'exemplaires de W/p T
qu'il'y a de mots admissibles dé hauteur n et de prémiére espéce, et d'zu~
tont d'exempleires de éﬂ' qu'il y a de mots admissibles =t de hauteur n ct
de deuxiéme espéce. Chaque exemplaire de V/p TV (resp. de TT) est affecté
d'un degré égal ou degré du mot o qui 1'indexe. Pour chaque X on a une
application lindaire f¥) de la composante d'indice o de M(ns dans
Hx(n;n;z ) ; cette collection d'applications définit une application linésire
de M )" dans Hx(”}n;zp) » qui.conserve le degré, Nous noterons f(n> cette

application., -
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Or 1'algébre H*(ﬂ}n;Zp) est une algébre graduée anticommutative, munt
de puissances divisées (pour les éliments de cegré pair» 2 ) satisfaisent auvx
conditions (1), (2), (3), (4') et (5) de 1'Exposé n® 7. On peut donc eppligu.r
3 1'application linéaire '/ ; MV — H*(ﬁ;n;zp) le théoréme 2 de 1'lixpos?
n® 8 : 1l'application f

(n)
(n)

se prolonge, d'une seule manidre, en un homomorphis-—
ne g de 1'algébre universelle U(M(n)) dans 1'algébre H*(ﬂ;n;Zp) , home-
morphisme corpatible avec les structures d'zlgebres graduées et avec les puis-
scnces divisées,

(n)

Théoréme fondementel : 1'homomorphisme g cest un isomorvhisme de 1'nl--

gibre U(M(n)) sur 1'algébre Hx(ﬂ;n;Zp) (p prerier impair).

Ce théoréme détermine compldtement 1'algibre d'homologie H*(ﬂ}n;zh) Avoe
' . cs oz . . . . s s Toln) f .
ses puissances divisédes, Il implique que l'application linéeire f applique

u(0)

biunivoguement sur un sous-espace vectoriel gradué de H*(ﬂ;n;zq).

3.~ Démonstration du théoréme fondamental,

~

M aw

Pour plus de clarté, écrivons M(n)(“j au licu de M(n) , et g
lieu de g(n) « I1 est cleir que M(n)(ﬂ) et U(M(n)ﬁT))A sont des forcteurs
covariants du groupe abdlien TV , ainsi que H_(T,n;Z_) ; et que

g(n)(ﬂ? : U(M(n)(ﬁ)) —_> H*(“}n;Z ) est une apglicatign naturelle de foncteurs.,
Chacun des foncteurs UM'™ (M) e foﬂ;n;Zp) commute avec les limites di-

rectes; donc, 11 suffit de prouver que g o (IT) est un isomorphisme, lorsquc

" est un groupe de type fini. Alors TT est somre directe d'un nombre fini de
groupes cycliques dont 1l'ordre cst infini ou uné puissance d'un nombre premier
q . Or si T est une somme directe Tt +1" , les injections TT' —> 1T et
Tim —> T identifient U(M(n?ﬂT)) au produit tenscriel !
U(M(n)(ﬂ"))(g)U(M(n)GT")) , et Hx(ﬁ}n;zp) au produit tensoriel
g _

p .
H*(ﬂ*,n;Zp)<8>H*CW",n;Zp) . I1 suffira donc de prouver que g(n)ﬂT) est un

Z
isomorphisme, lorsque T est cyclique infini ou cyclique d'ordre qf (a . pre-

mier).

Supposons d'zbord que T' goit cyclique d'ordre qf , q prerier £ p .
4lors M(n) =0 pour n>1 et U(M(n))_ est réduit aux scalaires ; or il ©n
est de méme de H*(ﬂ}n;Zp) ¢ il suffit de montrer que 1l'algébre H*(Tﬁl;zp)

est réduite aux scalaires, car alors une application répétée du théorime 2 dc

w

1'HExposé n°® 2 entrainers que l'algtbre H*(ﬂ;n;zp) est réduite aux scalaires,

pour tout- n . Pour é4tudier 'H*(ﬁ;l;zn) , nous utiliserons la construction
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acyclique classique, eyant pour algébre initiale Z(m) l’algébre d'un groupe
cyclique T d'ordre h ( h entier quelconque) ; il s'egit d'une fonstriction

a coefficients entiers, déja utilisée & la fin de 1'Exposé n® 6, et que ncus

réduirons ensuite modulo p .

On pose A = Z(T) avece l'augmentction ¢ égnle & 1 sur chaque ¢1lément
de T ; on choisit un générateur a du groupe cyclique ™ d'ordre h , ¢t on
pose N = E(x,1) ® P(y,2) (produit tensoriel d'slgtbres gradudes munies de puis-
sances divisées) ; sur M= A®N , on considére la différentielle .4 définic

par
() . d&x=a-1, 4 Xk(Y) =(1 + 2 +00u+ ah—l)x Xk-l(y) s pour k 1.

On 2 done d(x Xk(y)) = (a - 1) Kk(Y) y et ilest irmédiat que M est aevelique,
Par passage au quotient, on obticnt le différentielle d de 1'algébre finals
N = E(x,1) ®@0(y,2)

(3) - dx = 0 ’ axk(y)zhxb/k_l(y) pour k > 1 .

Revenons maintenant au cas ou h = qf , q premier # p . Si on rdduit
modulo p , on obtient dx = 0, d Xk(y) = hx gk_l(y) , ou h est un £1lirent
inversible du corps Zp « Donc N est acyclique, comme annoncé ; le théoripc
fondemental est aihsi dé-montré dans le cas ot ¥ c¢st cyclique d'ordre g ,

q premicr # D e

Examinons maintenant le cas oi T est cyclique infini, ou eyclique A'ordre

p”‘z 0 ; =i

T est d'ordre pf , on choisit aP comme générateur de pﬂ'. Alors 1'es-

f . 3 I » - ] . .
P« On choisit un générateur a de T ; si T est infini,

. n) . . . ot et
pace vectoriel M/ () a une bage bien définie, indexée par les mots admissi-
bles de premiére espdce (si TT infini), resp. par tous les mots adiissibles
(si 7T fini),

Lemme 1.~ sous ces hynothéses, il existe un homomorphisme de U’N(l)ﬁT?}

\
s
i

dans la bar construction GB(ZPCU)) , compitible avec les puissances divisies,

et qui, par passage & 1l'homologie, donne g( )(ﬁ) qui est un isomorphisnc.

Démonstration du lemme 1.% nous devons examiner successivement le cas ol

TT est cyclique infini et celui ol T est cyclique d'ordre pf . Dans le pre-
mier cas, il existe une construction acyclique A®, N, ob A = ZDCW) s

N = Ep(x,l) (elgébre extérieure & un générateur x “de degré 1 et & coeffi-
cients dans Zp ), evec la dirférentielle dx =a -1 ( a désignont toujours
le généreteur de TT ), Soit A Ep(xgi) —p GB(Z (M) 1'unique homomorphisme

speclul (theoreme 5, Exposé n° 4) ; il est competlble avec les puissances



9-05

divisées (théorime 3, Fxposé n® 7) et définit un isomorphisme
Ay 3 Ep(x,l)cslﬁgéglz (ﬂzzg (en vertu du théoréme 2, Exposé'n°A2)f Considirons
1'isomorphisme  pi: UM’y — Ep(x,l) qui envoie 1l'unique élément de base
de M(l) dans 1'élément x . Considérons 1l'application composée
Aot U(M(l)) -—PEX(ZpCﬁ)) ; par passage & l'homologie, on trouve un isomor-
phisme, d'aprés ce qui précéde, Or cet isomorphisme est g 1) , car il coincide
avee 'Y sur 1'4lément de base de M(l) ; cela résulte du fait que x est
la suspension de a . Ceci prouve le lemme 1 dans le cas ol T est cyclicue
infini. ‘

Supposons maintenant que TV soit cyclique d'ordre pf » Prencns la cons-
tructigp acyclique décrite ci-dessus ; on a donc N = Ep(x,l)(%»?p(y,z) ,
avec d =0 sur N . La classe d'homologie x est la suspension de a , cells

£-1 , en vertu du-calcul feit & la fin de 1 1B

de y est la transpotence de aP
' posé n° 6, Soit A 1l'unique homomorphisme spécial N -> ﬁi(zp(nj) 3 il est
compatible avec les puissances divisées, donc est déterminé par la connaigsance
de MN(x) et M(y). ; par passage & 1'homologie, il définit un isomorrhisme

A* : N:t:Hxﬁﬁ(ZpﬁT))) . Considérons 1'isomorphisme M : U(M(l)) —? ? qui en-
voie le générateur a de 17/p1l dans x., et le générateur aP™ =~ de 17

dans y . L'application composée A o M U(M(l)) -9'E§(ZPOT)) est compat

P
b
(RS

avec les puissances divisées, et, par passage & 1l'homologie, définit un isomor-
. . . R . 1 ' .
phisme., Cet isomorphisme coincide avec f( ) sur chacun des deux éléments de

base de 'M(l) , donc c'est g(l) .

4.~ Démonstration du théordme fondamental (Suite).

Lemme 2 : U  étant cycliéue infini ou d'ordre pf , engendré par a , il
cxiste, pour chaque entier n » 1 , une construction acycligue (sur le rorms
Z_) ayant U(M(n)(ﬁ)) comme algébre initiale (avec différentielle nulle), ot

'U(M(n+l)ﬁT)) comme algébre finale (avec différentielle nulle) ; et cette cons-
truction satisfait 2 la condition () que voici : les éléments de la base de
M(n+1)CW) se déduisent des éléments de la base de M(n)}ﬂ) par les opérctions

suivantes (dans la construction acyclique) s
S appliquée a chaque élément de degré impair de la base de M(n)fﬁ) 3

6 ¥pk (k> 0) et Py ¥pk (k> 0) appliquées & chaque élément de Jogré
pair de la base de M () - '
I1 est clair qu'une fois ce lemme prouvé, une application répétée du

théoréme 5 de 1'Fxposé n° 4 fournira, compte tenu du lemme 1, des homomorph.s-—

mes U(M(n))-ﬁ?Q3(n)(ZpﬁT)) , compatibles avec les puissances divisées, ef gui,
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par passage a l'homologie, donneront des isomorphismes compatibles avec ler
S : 2 5 3 iti Lerm
opérations & , ¥p et cpp ; §t, 4 cause de la condition ([°) du Lemr

2, on verra de proche en proche que ces isomornhismes sont précisément les lio-

(n) +(0) e

momorphismes g s puisqu'ils coincident avec sur la base de

Ceci achévera de prouver le théoréme fondamental.

Démonstration du lemme 2 : 1l'algébre U(M(n)) est le produit tensoriel

(n)

. . . n
des algébres universelles des sous-espaces de dimension 1 de M

(n)

'si x est de degré impair 29-1 , 1l'algdbre universelle du sous-espace en-

engendrés

i

par les éléments de la base de M . Soit x unéément de la base de 3

gendré par x est Ep(x,Zq—l) (algebre oxtérieure & coefficients dans i) .
si x est de degré pair 2q , 1'algibre universelle du sovs-espace engendré
par x est Pp(x,Zq) (algébre des polyndmes divisée & coefficients dane Z_ ).

On va montrer les deux propositions suivantes :

Propogition 3.- Si x est de degré 29-1 , il existe une construction
acyclique ayant Ep(x,Zq—l) comme algdbre initiale (différentielle mulle),.
et Pp(y,Qq) comme algébre finale (différentielle nulle) ; y se déduit dc
x par la suspension 6 . '

Proposition 4.~ Si x est de degré 2q , il existe une construction

- acyclique ayant Pp(x,Zq) comme algdbre initiale (différentielle nulle), et
dont 1'algebre finale (& différentielle nulle) est un produit tensoriel in-

fini
. T sk kel oy o
E 0,2 ) @ .o ® E (720 a+l) ® ... ® P (2,,200+2) @ «.c @ P (2,207 79+2) ©
® LN ,
o ¥y =6 ypk(x) et oz =@ yu(x) .
Une fois ces propositions démontrées, un produit tensoriel de coratrua-
tions acycliques donnera la constructicn acyelique du lemme 2, qui sera ains’

prouvé,

La proposition 3 est évidente : sur le produit tensoriel
Ep(x32q—1)(2)Pp(y,2q) » on met la différenticlle d que voici :
dx =0 , dh<W)=XXb4(ﬁ pm@ k>1.,
Ceci est bien une construction acyclique, et la différentielle d est mulle
la relation dy = x montre que y est la suspension de x .
Démontrons la proposition 4. L'algébre Pp(x,2q) est, d'aprés 1'Expos?
n® 7, paragraphe-7, un. produit tensoriel
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Q,0622) ® Q. (1, (x),250) @ -+ @ O (0),28° Q)@ e

ol Qp(x,2q) désigne 1'algébre des polyndmes tronqués & un générateur x ds
degré 2q (quotient de 1'algébre des polyndmes ordinaires, & une lettre x ,
par 1'idéal engendré par %P ). I1 suffit de faire une construction acyclique
ayant comme algtbre initiale chacune des algebres de ce produit tensoriel ; puis
on fera le produit tensoriel de ces constructions. Ainsi la proposition 4 wva i

sulter du fait suivant : il existe une construction acycligque ayant comme alz: -

bre initiale Q (x,2q)' (différenticlle nulle) et comme algébre finalc

Ep(y,2q+1) & Pp(z,2pq+2_) (différentielle nulle),. avec v =06(x), z= ":?D(:«f)

ba

C'est ce qu'on va montrer,.

On définit, sur ,Qp(x,Zq) @Ep(y,2q+1) ® Pp(z,2pq+2) , la différenticlle

d que voici
1 : :
(4) ix=0¢6 , dg=x , 4 gk(z) = x2” yz,'k_l(z) pour k 31 .

On vérifie que, en ce qui concerne les éléments de degré > O , le noycu de da
et 1'image de d sont identiques : chacun d'eux est engendré par les élémenis
xhzgk(z) (lghgp-1l,k>»0) et XP"l y gk(z) (k » 0). Par passage 2u

quotient, d = 0 sur 1l'algebre finale. La relation dy = x montre que

y =6 (x) , et la relation dz = <Pt y -montre que 3z = C,Dp(x) .

La démonstration du théoréme fondamental est ainsi terminée.

5e— Structuré de 1'algebre de cohomologie Hx(Tr,n;Zp) s P impair.

L'application diagonale a - (a,a) de TT dans TV +T7 définit un dia-
gramme commutatif
5™ (m) = v (r2m)) 2 0 () @ v (M)

\s .

Hx(TT,n;Zp) — H*(’!T+TY,n;Zp) ~ H*(ﬂ’,n;Zp) ® H*(Tf,n;Zp)
(n)
réeme fondamental. On observe que M(n)(TT +17) est naturellement la somme di-

recte ¥ (m) + 1™ () L'application diagonale 1™ ry > 1) (m ue) am

s'écrit, avec la notation du produit tensoriel, x 2> x®1 + 1 X®x . Ainsi,

q . 2
du vhao-

dans lequel les fléches verticales désignent les isomorvhismes g

si on identifie . Hx(Tr,n;Zp) 4 1'algébre universelle U(M(n)(T\")) au moyen J¢
g(n) s la structure multiplicative de -la cchomologie H*(Tf,n;Z ) est ccile aul
est définie, sur le dual gradué Hom'(U(M(n)),Z ) , par l'hgmogorphisme

a: vy — yod)) p '

ble avec les puissances divisédes) qui envoie chaque x & M(n) dans 1'éldment

X®1+1®Xo

® UM n)) (homomorphisme d'algébres graduées, cormati-
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On est ramené & un problémec d'algébre pure : soit M un module libre gra-
dué (sur un anneau commutatif A ), et soit A 1'homomorphisme
(M) —> U(N)(gA U(M) , compatible avec les puissances divisées, qui envoie x
dans x® 1 + 1 ® x , pour tout x € M, On cherche la structure multiplicative
définie per & sur le dual Hom! (U(M),A) . Soit M=M + M, o M adezigne
lc sous-module des éléments de degre impair, et M le sous-module des elem'n“ﬂ
de degré pair. On a

AT s E(M) = EM) ® E(MT) , A st — s(dY) ® sy

A~ est bien connu, et définit sur Hom'(E(M ),A) 1la structure multiplicative
de l'algebre extérieure E(M'") du dual M' = Hom'(M,A) « Si x €M, ona
&+Xk (x) = ¥ x®1+1®x) = Z: s (%) ® ; (x) . Dans le cas ou M

. i+j=k * J :
posséde unc base formée d'un seul élément x , S(M') posséde une base formée
des ¥, (x) (k»0); soient - x’k les é1éments de la base duale ; on trouve

1 Gei 2o :al¥ioiiection %' "J = x11*d , donc ‘le dual de SIMFY ot 117

bre des rolynlues (ordinaire) & un générateur x' . Le cas général se raméne «
celui-12 par produit tensoriel, lorsque la base est finie en toute dimension :
1'algtbre duale de S(M') est 1'algébre symétrique SS(M'T) , quotient de 11al-
gébre tensorielle T(M'*) par 1'idéal bilatere engendré par les éléments
x'®0y' -y Qt)x',xaM' ,y'a:.M' .

Finalement, si M 9st un module gradué ayant une base finie en toute di-
mension, 1'algébre duale de U(M) (pour 1'application A ) est 1'algébre
L(M') = E(M'7) @ (') » qu'on appelle 1'algdbre anticommutative libre du
me?tla 1 dual de M (f.e. ¢ M' = Hom'(M. AW

kevenons & 1'algeébre de cohomologie H*(m,n;Z_) + On a prouvé :

£ s . . . . o (n ' .
Théoreme 2+ Soit, pour p premier impair, M'( ) le ZD-espace vecteriel

gradué, somme directc d'autant d'exemplaires de HoﬁGT;Zp) gﬁfil y_a_de_mots

. admissibles de premidre espdce et de hauteur n , et d'autent d'exemplaires de

7

Hom( H Zp) qu'il v a de mots admissibles de deuxidme ‘espéce et de haubcur n ;

hague sous-cgpace Hom(T,Z ) » resp. Hom('ﬁ)Z ) , est affecte d'un degré <oal

au degré du mot « gui 1'1ndexe L'lsomorghlsme g( 2 du théoreme fondamon-

tal définit alors, par dualité, un 1somorphlsme de 1'?lznbre de cohomelogie
' n))

g* GT,n,Zp) sur 1'algébre anticommutative libre L(M

L'isomorphisme précédent est un isomorphisme naturel de foncteurs contra-
. . n
variants du groupe abdlien 1T . On observera que l'algébre L(M’( )) est
universelle vis-3~vis des applications linéaires (de degré 0) de l'espace vee-

r!(n)

toricl gradué dans les algébres graduées anticommutatives,



6.~ Schémas décrivent les mots admissibles.

Soit X un mot admissible. Considérons la suite (éventuellement vide) dus
lottres du mot A qui sont distinctes de la lettre © , Numérotons-les, dc
gouche & droite, par les entiers 1, 2, ... « Si O(i désigne la i~iéme de ces
lettres, soit 2ki le degré du mot (‘)’i obtenu en enlevant du mot X 1la let-
tre A 5 et toutes celles qui sont & gauche de o ;0 Alors le mot b{i A, est
de degré %.p si X, o= ¥p ? et de degré 2k, p4 2 si ol =@y Soit a,
la différence des degrés stables des mots Ay P’i et @i ; on a

(5) a; = 2k1,(p—‘l)-+ uy »avec u, =0 si o = Sp » % T 1osl ol =i

I1 est commode de définir l'entier a; pour tout i » 1, en convenant
que a; = O si 1 est plus grand que le nombre des lettres du mot =+ distinc-
tes de € . Un mot qui ne contient que & définit donc la suite a, = o,

az'—o, LN ]

~ Théoréme 3.- La suite (al s eesy 84 «+.) associle 3 un mot admissible

de hauteur n et de degré stable q gsatisfait aux conditions :

(1) a; 0 ou 1 (mod, 2p - 2) pour tout i,
(ii) a;> P a;,, pour Jc‘,ou’o i,

'y > -

(1i1) ey =a,

(iv) pa; < (p-1)(n+aq)

Réciproguement, étant donnés n et q , toute suite (ai) satisfaisant & (i),

(i), (iii) et (iv) est associde 3 un mot admissible de hauteur n et de de-

gré stable q , et _ce mot cst unigue.

“Bémonstration : (i) résulte de (5). Puisque le mot Oﬁi(ii est de degré

;2kip, + '2ui , On a f2kip + ,2ui\< -.2ki__1 pour i>» 2, d'oh (ii). la rela-
tion (iii) est évidente puisque a; est le saut du degré stable dans 1'opéra-
tion définie par O(i (et que le degré stable ne change pas par suspension).
Enfin, si al;éo,lemoto( alunedesformbsb Z-r%(h 1) ou
bh(Ppﬁ (h> 0) , le mot (’> etdnt de degré 2 ky Donc le degré n +q du
mot ot est > 2pkr+'fll ., d'ol facilement 1'indgalité (1v).

Réciproquement, soient des ay vérifiant (i), (ii) et (iv). Déf‘inissons,
pour chaque i , kes entiers ki et ui au moyen de (5), ce qui est poszibis
grice & (i), Alors (1i) entraine k; - p k;

h:|'.+1=k pk

i41 " i+1>/ 0 . Posons
191 " Y e S'il ex1ste» un mot admissible X donnant naissurce
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a la suite (ai) s le nombre des lettres & situées entre o(i et»cxi+l Qe
ce mot es® nécessairement égal & 2 hi+1 sy et.on a.cxi_z:Kp si u, = o,

di =@, si u; =1 . Ceci déternine le mot X , sauf qu'il feut encore zonnci-
tre le nombre h1 des lettres © venent & gauche de <41 dans le mot <X |

On doit avoir n +q =h;+ 2kyp +2u; , et ceci ditermine un entier h, aul
1= O, etest >0 si Uy

Le degré stable q du mot A satisfait & (iii). Le théoréme est entidrement

est-bien > 1 si u =1, grdce & la condition (iv)

prouvé,

Remarque : la connaissance des enticrs hi, (i > 1), qui sont 20, oz

celle des entiers u (égaux & 0 ou 1) déte;mine entiérement la suite
des ai » par les formules
© ky = ;E:; p’ (hi+j+1 * ui+j+1) ’
| i»o
Autre remargue "3 pour que le mot o associé A une suite (ai) soit de
deuxiéme espéce, il faut et il suffit que le dernier des a; non nuls soit

égal 31 ,

a; = Zki(p-l,)*ui o

Dernidre remarque 1 les résultats précédénts»valent aussi pour p =2
" lorsque TT est cyclique, car alors les applicatiomg f£(X) sont encors
additives. ) '




