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Séminaire H, CARTaN, E.N.S., 1954/55. 10-01

DETERMINATION DES »LGEBRES H (TTyn52,) et H*(T,n;z,) ;
GROUPES STABLES modulo p .

(Exposé de H. CARTAN, 24.1.1955)

1.- Mots admissibles ; opérations correspondantes.

Les mots sont formés avec les deux lettres G et XZ . La hauteur d'un
mot o est égale au nombre de lettres G figurant dans

se définit par récurrence sur le nombre des lettres de X : le degré du mot
vide est 0O , et on pose

; le degré de =

(1) deg(6x) = 1 + degX) , deg(xzo{) = 2.3eg) .

La différence entre le degré et la hauteur s'appelle le degré stable.

. Un mot admissible est un mot non vide gqui commence par © et qui finit
par S .

Proposition 1.~ Soit o un mot admissible de hauteur n ; pour gu'un mct

[30( soit admissible de hauteur n+l1 , il faut et il suffit que (3 ait la forme

6(2{2)]{ s» k entier >0 guelconque. (C'est évident). '

Un mot admissible est de premitre espice s'il ne se termine pas (2 droits)

par 526 ; de deuxieéme espéce s'il se termine par -FZS . A chaque mot =dmis-
sible & , de premiére espéce, on associe une application
) s /27T = Hn+q'(TT,n;Z ) 0l n et q désignent la heuteur et le degr?
stable de & , La définition de f@&)
de X 3

se fait par récurrence sur la hauteur

si of est de hauteur 1 (doncol = 6) , f@)

est la suspension
6 :TT® z, > Hl(Tl',l;Z

2) i
si A= 6(52)1{(5' » le mot admissible (3 étant de heuteur n et de degré
stable q , f&) est 1'application composée

£(p)

' SER P
T/2TM——>H_(7T,n;2,)

qui est définie puisque ¥, est une opération définie sur les é1éments de dcur’

#2 ;orsi k»1,o0na n«>22, puisque le mot X est A= nremifre esnice.
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A chague mot admissible X , de deuxiéme espéce, on associe une applica-

3 ° ‘ 3 f
tion fE) : 2T_ -> Hn+q(TT,n,72)
degré stable de 0 , La définition de fE\) est encore récurrente :

f(gz‘S) est l'application ¥,G : 2Tf - H2(TT,1;Z ) , qui est définie puisque

, o n et g désignent la hauteur ¢t lc

¥, est défini sur 1l'image de 1T par G (Exposé n® 7, paragraphe &). Lc

2
réicurrence se fcit ensuvite d'une mani2re Jvidente.

Proposition 2.- Les applications f*) sont lindaires.

En effet, le suspension & est lindaire ; de plus, sur les ¢léménts do
degré > 2 (et sur les éléments de H1(TT,1;22) situds dans 1'imase de éﬂ'
par 6 ), 1'applicution © Yok est linécire, en vertu de la forrule (3) de

1'Exposé n® 7, et du fait que 6 s'annule sur les éléments décomposables.

2.~ Les algdbres S(M(n)(ﬁﬁ) .

Pour chaque entier n » 1, on définit un Zz—espace vectoriel gradud
M(n)(TT) , comme wuit : c'est la somme directe d'sutant d'exemplaires de
TT/2T qu'il y a de mots admissibles de heuteur n et de premiére esnice, et

d'eutent d'sxemplaires de V1 qu'il y a de mots admissibles de heuteur n ot

2
de deuxiéme espéce., Chaque exemplaire de TT/2 T (resp. de 2TT) est affecté
d'un degré égal au degré du mot &4 qui 1'indexe. Les applications lindaires

(n) de 1l'es~

fi¥) définies ci-dessus définissent une application'linéaire f
pace vectoriel M(n)(TT) dans H*(TT,n;Z-) s Qui conserve le degré,

(n)

~plication f n) se prolonge d'une seule maniére en un homomorphisme
g(n) : S(M(n)(TT)) -> H*(Tr,n;ZZ) » compatible avec les structures d'algrbres

graduées et avec les puissances divisdes, Pour n = 1 s on peut appliquer le

Appliquons & f le théoreéme 2 bis de 1'Exposé n® 8 ; i n»2 . 1'sn

théoréme si'les puissances divisées des 41éments de H1(TT,1;22) sont définies,

ce qui exige que IT= 2TT » ou, ce qui revient au méme, 2 W =0 ., Dans ce der-

nier cas, on trouve un homomorphisme g(l) : S(M(l)(TT)) -> H*(TT,I;Zz) ; ob-
servons d'ailleurs que M(l)(TT) =T , gradud par le degré 1.
’ Théoréme fondamental : si n > 2 , l'homomorophisme g(n) est un isomor-

phisme de 1'algdhre S(M(n)(TT)) sur 1'algibre H*(Tr,n;zg) s si de plus
_2TT=0, g(l est un isomorphisme de S(M(l)(TT)) sur H*(TT,l;Z

2) *

3.~ Démonstration du thdoréme fondemental.

Le raisonnement est anslogue & celui de 1'Exposé n°® 9, paragraphe 3. Il
suffit donc ‘de feire la démonstration lorsque TT est un groupe cyclique d'erdre

infini ou une puissance d'un nombre premier. Si TV est cyci!que
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d'ordre pf ( p premier # 2 ), on a vu (Exposé n® 9, paregrmphe 3) que
Hx(Tr,n;Zz) se réduit aux scalaires ; or il en est de mdme de S(M(n)(TT)) . 11

A . NP f
reste donc & cxaminer le cas ou TI est cyclique infini ou d'ordre 27 .,

Lemre 1,- Si TT est cyclique infini ou d'ordre Zf , 11 existe un hcmemor-
phisme S(M(z)(TTj) -;'63(2)(22(TT)) qui, par pass.ge & 1'homologie, donne
g(z) qui est un isomorphisme. Si de plus 1l est cyclique d'ordre 2 , il cxie-

te un homomorphisme S(M(l)CTT)) - 63(1)(32(Tr)) , compatible avec les puis-—

et e

sances divisées, et qui, par passage & 1'homologie, donngigg_isomornhisme.
4
o\

3
. . . - ' qui egti ,
Demonstration du lemme 1 : il sufiit de revrendre %e lemre 1 Se 1'Exnceé

n® 9, qui est valable aussi pour p=2 . Si ﬁ(l) désigne le Zz—espace vecto-
riel, somre directe de T7/27TT (degré 1) et de ZII- (degré 2), on 2 un homo-
morphisme de U(ﬁ(l)) dans le bar construction 63(1)(22(TT)) , compatible
avec les puissances divisées des é1éments de degré pair, et qui par passage 3
1'homologie donne un isomorphisme. Dans le cas particulier o 27TT= 0 , donc
ol TT est cyclique d'ordre 2 , U(ﬁ(l)) s'identifie 2 S(M(l)) , et on cons-
tate que 1'homomorphisme S(M(l)) -9-5§11)(22(TT)) est alors compatible cvoc
1'opération 2{2 sur 1'élément de degré un, donc avoe les puissences divisdes

pour tous les degrés > 1 .

Dans le cas ou 1T est cyclique infini, on a obtenu un homomorphisme de
1l'elgebre extérieure Ez(x,l) dans @ (l)(ZZ(TT)) , qui envoie¢ x dans la
suspension du générateur a de TF , et qui, par vassige & 1l'homologie, donnec
un isomorphisme. Considérons la ‘construction acvelique Ez(x,l)(giPz(y,Z) ,

2z, (),

compatible avec les puissances divisées, et qui, par passzge a l'homclogie, don-

avec dy = x ; ¢lle définit un homorphisme spéeial Pz(y,2) —

ne un isomorphisme (cf. théordme 5 de 1'Exposé n® 4). Or 1'image de y sera

6 6 a, et ceci prouve que cet isomorphisme n'est autre que g(z) .

Enfin, si T est cyclique d'ordre 2f » on a déji obtenu un homomorvhisme
de Ez(x,l) Qp'Pz(y,z) (différenticlle nulle) deans ng(l)(zz(TT)) , qui envoie

x dans la suspension du générateur a de TT , et y dans la transpotencc de
2f—l 2f—1
a » c'est-a-dire Xz(S(a ) « Cet homomorphisme, compatible avec les puis-

sences divisées, définit un isomorphisme en passcnt & 1'homologie. On va considé-
rer une construction acvelique (4,N,M) , d'elgébre initiale -
A= Ez(x,l)cg)Pz(y,Z) » d'ol 1'on déduire un homomorphisme spéeial
x(2) . . NP .
N —> GB( )(az(TT)) » compatible avec toutes les puissances divisées, et qui, par

passage & l'homologie, définira un isomorphisme. Pour fabriquer N et M, on
observe que A s'éerit
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k
Ey(x,1) ® By (7,2) @ By(y,754) @ oo @ Ey(yny 7,27) @ oo

. . . F . p ERN ) -~ N
et pcr suite on connait une conmstruction acvelique M, @'clgebre initialce a -

et dont 1l'algébre finale cst
. ~ kK .y o
N = P2(o %,2) ®P2(€> V3) ® P2(6 Xzy,S) ® eee ® P2(6 ¥ ok V52 +1) 5 vee

(2f’>.

avec différenticlle nulle, (na 6x=66a , © Xok ¥ =S 5'k+l

(2)

Donc 1l'isomorvhisme N ZH (T‘ 2;7 ) est blen g . Bt ceci achevo 1o dé—

monstration du leomme 1,

Pour prouver le théoréme fondemental, il reste & passer de n & n+l ,

pour n > 2 . Pour cela :

Lerme 2.~ pour tout entisr ny 1, il existe une construction acveliguc

(n))

(sur le corps Z ) ayant S(if comme algdbre initisle (avec différentiells

nulle), et S(M(n+1)) comme algebre finsle (cvec différentielle nulle) ;

s

cette construction satisfeit & la condition suivente : les ¢léments de la baszc
do M(n+1) (n)

rations 6 Yo » k>0.

se déduisent des dléments de la base de M par toutes les opi-

Démonstration du lemmo 2 : 1'algébre S(M(n)) est le produit tensericl dos

algebres de oolynome /cons%fultes sur les uloments de ta base de ”(D) . LE

lemme 2 résulte elors de la :

Proposition 3.~ Si x est de degré q > 1, il oxiste une construction

acveligue ayant PZ(X,Q) corme algébre initiele (diffdérontielle nulls), et dont

1'cleebre finale (différenticlle nulle) est lc produit tensoriel

P,(6x,0+1) ® P,y %,2041) ® .o @ P,(S y %,25+1) ...

Démonstretion : le raisonnement e déja été foit plus heut : on corsiidre

Pz(x,q) conme le produit tensoriel
k
Ep(%,0) @ By(y,%,20) @ +vo ® Ep(Yox %52°0) @ 4.
d'ol suit le conclusion,

Le lemre 2 étunt mcintenant prouvé, le théoréme fondamental s'en ddédvid,
; ' . n

per ricurrence sur n : on trouve des homomorphismes S(M( )(TT)) -

3 (Z (T7)) , compatibles avec les puissances divisées ; par passage & 1'horo-

logie, 1ls donnent des isomorphismes (en vertu du thforsme 2 de 1'Exposé Z) 3

n © <]

et 1l'on voit dée proche en proche que ces 1somorphlsmes sont précisément leg “o-

(n)

A\
. . . . A
momorphismes g » car ils coIncident avec f(n) sur la base de E( 7(TT)
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4.~ Structure dc 1'algébre de cohomologie H*(TT,n;Zz)

~

A - £ ’
On riisonne exectement comme dens le ces ol p est irmpair (Exposé n® 9,
. . 3 o L
peregraphe 5) ; mais, comptc tenu de le forme particulicre du théoreéme fondercr-

tal pour p =2 , on trouve :

Théoréme 2.- Soit H'(ﬁ)(TT) le Z,-espace vectoricl grodué, somws_dircete

d'.utent d'eoxempleires de Hom(TT,ZZ) qu'il v & de mots cdmissibles do promirs
cspece et de hauteur n , et d'sutent d'exemoleires dc Hom(zTT,ZZ) qu'il v a
de mots admissibles de deuxieme espece ct de guteur n 3 chague sous-g@space
Hom(TT,Zz) , Tesp. Hom(zW 2) , est affectd dHnubgré égal au degré du mot
qui 1l'indexe. L'isomorphisme g n). du_théoréme fondamentsl (valable pour
n>2, ctaussi pour n=1 lorsque 21 =0 ) d¢finit, par duelité, un iso-
morchisme de 1'algdbre de cohomologie H* (TTyn;2 ) sur 1'algébre symétriguc

> (I‘(n)(\l)) (2lgdbre commutative libre de 1'espacc vectoriel gradud

w () (1r))

5.~ Schémas décrivent les mots admissibles.

Soit A un mot admissible., Numérotons de gauche & droite, par lee entiers
1,2, «.., celles des lettres de A qui sont dgcles a L P Soit X, Iz

i-iéme d'entre elles, et soit a. le degré du mot . obtenu en enlevant &z
b s i

i
mot A - la lettre <xi et toutes celles qui sont & gauche de oAy e Alors 1l: mot

l.ﬁ est de degré 2ai , ct a; est la différence dew degris stables des mots
C*iigi et ﬁ& ; le degré stable ne change pas par ©
On définit a, pour tout iz 1, en convenant que a; = 0 si 1 est

i
strictement plus srund que le nomore des lettres 52 figurant dans & . Un rct

qui ne contient que la lettre & définit donc 1la suite ay = o, a, = C, ... .

Théoreme 3.- La suite (al s eees 8. 5 s+..) associde 2 un mot admiscoblc

b
i
de hauteur n gt de degré stable q satisfeit cux conditions :

(ii) ~ a;> 2, pour tout i,
(1i1) Za;=q

i
(iv) ' 2a;<n+q .

(I1 n'y o pas lieu 4'éerire la condition (i) @ e, est pair ou impair). i

e

quement, éhent donnés n ¢t q , toute suite (a,) satisfoisont & cop coi'i-

i
tions cst associde & un mot admissible ‘de hauteur n et _de degrd stablc o , -t

cc mot cst unique.
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PR A

3 2 2a. .
1+1I31+1) y ona a 2 i+1

relation (iii) résulte du fuit que &y cst le scut du degré st;blu. Enfin, si
ay £0,onadc= Gh'xz ﬁ), avec deg(p) =a, , et h>»1 ; d'ob (iv).

Démonstration : puisque deg(ﬁi) > degl*

Réciproquement, si des 2;% 0 vérifient (ii) et (iv), posons
= s h, " s lottres © qui doivent Tisu-
hi+1 as - 2al+l;> 0 h1+1 est le nombre des lettr S q

=r entre . ct .
r (S31 O<l 0‘1_’.1

pr3s qu'il rcste & déterminer le nombre h, des lettres ‘5 venant & scnuche do

dens le mot & cherché, Ceci détermine = , & cola

1
o, j;ona h =n+ -2 ,quiest bien 31 d'apres (iv). Le degrd stabl: q

du mot & ainsi obtenu sctisfait & (iii).

Bemarque : le connaissance des entiers hi+l (1> 1), qui sont >0, &'-

termine la suite des a; per la formule

(20 a, = > 2

530 i+j+1

Autre remarque : pdur que le mot of associé & une suite (ai) soit ‘o

deuxiéme espece, il fout et il suffit que le dernier des a; £ 0 soit gl i1,

6.- Groupes stobles.

Soit p un entier premier. Si q < (p-1)n , toute suite (ai) satiefe. arnt
aux conditions (i), (ii), (iii) du théordéme 3 dec 1'Exposé n® 9 , satisf .it aigui

a (iv) ; il en est de mdme pour p = 2 , en se référant au théordme 2 ci-degene

[$18

Autr ment dit, lcs sous-vspaces M q(\l) des €1éments de degré n+q do

()

dés que n> a/(p-1) . On les notera Aq(TT;Zp) .

(TT) , pour un q donné (et un p premier donnéd) gont indépendants de n

Observons de plus que Un+q(M(n)(TT)) se réduit a “(n)(Tx) si n»aq

on a donc des isomorphismes naturels

H +q(TT,n%Zp)¢t!Aq(TT;Zp) pour 0<q<n .

Ces divers isomorphismes se déduisent les uns des autres par le suspension

H +q(TT,n;zp) = H, - ,1(TT 04152 ) (cf. théortme 1 de 1'3xposé n® 6). Loes

ZpJespaces vectoricls _Aq(\*;Z )_ sont les groupes stables d'Eilenberg-loclan.,

Ils sont décrits par les suites (ai) qui satisfont & (i), (ii), (iii) ; cood

les détermine enti®rement.

Proposition 4.~ Soit bq (resp. bé) lc nombre des mots admissiblos

des mots admissibles de premiére espéce) de.deprd stable q ; clest la d

r
de 1'espece vectoriel Aq(TT;Zp) lorsque T] est cveligue d'ordrc p-




lorsque 1T est cycligue infini). La sériec de Poincerd qj (t) = /_ bG t*,
~ 4
TESP. lﬁ E p' t& , est donnde per =
a»0
— 1+ tZPk"l
(3) 9, (t) = T
* k>0 ol
1 - t<P
k
9_(t) 2p -1
(31) 9 (t) = —B— = 1T l_i_ﬁ_i___ .
P Prt w1, 252

Ces formules, valables sussi pour p = 2 , devicnnent dons ce ces @

=TT —— g T —
k>l | _,2-1 1-t" kv2, _,2-1

[

Démonstration 19 (t) est la somme des mondmes t3  attachds A touter les

suites (ai) satisfaisant & (i), (1), (iii). Avec les notations du poragre

6 de 1'Exposé n® 9, on a

zz: 2\p—1)k Hu, = § :::::: (p‘l)pa(h1+3+1 1+j+1)+ui N

1>1 i1 i>1,j>0

]

q

i 2
u, + (2p-—1)u2 +eoe+ (2p fl)ui+l N 2(p—l)h2 + 2(p --l)h3 Foees

i+l
+ 2(p —l)hi+2 + L Y
Ainsi le mondme t3

h

attaché & une suite . (a,) définie par u ees et
i 17

53 eee eSL ¢gel au produit

o
(t2p —2)h1+2

u i u, h
(4) §91(42P71) 2 | (¢2P Ly iel (2p-2y72

2

Or les wu, (1» 1) peuvent prendrc indépendarment les valeurs O ot 1 =t
les hi (1 > 2) peuvent prendre toutes les voleurs cntiéres 30 . I1 o'ensuit
que la somme de tous les mondmes de la forme (4) est donnée vper la formule {(3).
Cette formule, Stabliec en supvosant p irpair, vaut on fait pour p =2, corm

le montre un celcul direct,

Cherchons meintcnant la slrie 79'(t) correspondent aux mots admigainl..:

de premiérc cspece. A toute suite (ai) de promiére espéce (suite setisfaisint

aux conditions (i), (ii), (iii) du théoréme 2 de 1'Exposd n° G, st tollee us 1o

dernier ay non nul soit > 2p-2 ) correspond unc suite de deuxidme cspicc,
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obtenuc on remplegant nmar 1 le nremier decs a. nuls de la suite. On on ddduit

aussitdt que  y _ (b't3pt* ) =5 b+ | sutrement dit

(1+t)q9§(t) = rsp(t) . Ceci achéve la démonstrotion.
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On y trouve aussi le calcul de la composente 2-primaire de 1'homologic &
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siries de Poincaré des espaces vcctoricls Hx(TT,n;ZZ) pour 1T cyclioue.




