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Dans toute la suite, E‘ désigne l'ensemble des entiers

naturels; 5\ désigne le groupe additif des entiers rationnels, et

nth désigne le produit 2 X Z,



y Mécanisations

Soit E un groupe commutatif, sa loi de groupe €tant notée
additivement. Sur l'ensemble produit E X E, on définit alors
une addition par

(x, y) + (x', ") =(z+ x', y + 3'),
et cette addition définit sur E X E une structure de: groupe
commutatif ("groupe: produit de E et de lui-mlme"). Soient
prleXE—}E. et pryt EXE —E
les projections canoniques (x, y) > x et (x, y) > ¥,

respectivement. Nous appelons mécanisation sur E toute suite

(Gr)rEEN de sous-groupes de E X E, satisfaisant aux axiomes

suivants:
(MEC1,)  pry(6,,9) = pry(6, M (EX {0})) pour tout reN;
(M%Clb) pry(G)) = E;
(m:’CZa) prz(Gr) = pr2(Gr+lm ({O} X E)) pour tout r& N;
(MEC,,) pr (6, M ({0} X B)) = {o};

(MECB) prl(Gs):)prz(Gt) pour tout s& N et tout ten,

Nous appelons. groupe commutatif mécanisé tout groupe commu-

tatif muni d'une mécanisation,

De fagon analogue, on peut plus généralement formuler)la
notion de "groupe mécanis€ non nécessairement oommutatifgf'Dans
ce gqui suit, nous nous bornons cependant 3 considérer le cas

commutatif, et sauf mention expresse du contraire, nous notons

additivement la loi de groupe d'un groupe commutatif donné.

Soient E, E' deux groupes commutatifs, et f wun homomor-

phisme de E dans E'., L'application Epoduit
(k) (added 2018) —In such a generalization, we add the following axiom

(where e denotes the neutral element of the group £)
(MEC4) pr, (G, ) is a normal subgroup of pr;( G, N (E X {e})) forallr e N.




fX f: EXE — E'X E! |
définie par (fX £)(x, y) = (£(x), £(y)), est alors un homomor-

phisme de EX E dans E'X E'. Soient maintenant (Gr)'rel\'.’ une

5 . \ 1
mécanisation sur E et (G r)I‘.‘GR

disons que f est compatible avec ces mécanisations si, pour tout

une mécanisation sur E'. Nous

rel, ona (£X f)_.:(GB)C G',, c'est-d-dire si, pour tout r&X
et tout couple (x, y) & G., ona (£(x), £(y)) G

Nous appelons morphisme de groupes mécanisés d'un groupe

mécanisé E dans un groupe mécanisé E' tout homomorphisme de E
dans E' compatible avec les mécanisations de E et E',

,

Etant donné& un groupe commutatif quelconque E, on peut
définir une mécanisation (Gr)réyﬁ sur E en posant G, = E X {0}
pour chaque I‘ézgi; nous disons que cette mécanisation est
triviale, Evidemment, tout homomorphisme d'un groupe triviale-

ment mécanisé dans un groupe trivialement mécanisé est un morphisme

de groupes mécanisés.

2. Suite spectrale associde & un mécanisé

Soient E un groupe commutatif mécanisé, et (Gr)rézg\ sa
mécanisation. Pour chaque r &N, posons 2, = prl(Gr) et

e : — e 1] -
Br+l = prz(Gr). Posons de: plus B..0 = {0}. Remarquons d'abord que

par définition:

0

1 (Zr)réEgﬁ est une suite décroissante de-sous~grpupes de

E, telle: que ZO = B
0 .o : , _ ,
2 (Br)résg\ est une suite croissante de sous-groupes de

E, telle que B_ = {0};



30 ZSD B, pour tout s& N et tout t&l;
4° pour tout r& N, on a
pry(6,) = 2., pry(6, N (EX{O}) =12,
prZ(Gr) = B PTZ(Gitr1({O} XE)) = B
et
Z X B D6 Dz, XB =6 Nz, XE) =¢ N(EXE).

Considérons le: diagramme: commutatif

Py PLy
E EXE > B
A A A
injection injection injection
canonique canonique canonique
Pr 9
> e
Zr"‘ Gr /'Br+1
surjection sur jection surjection
canonique canonique canonique
\/ V \/
é...__ R A - -V =) 3
/ r+l . /(Zr+1 r) S Br+1/Br

% By
oh p,. et g, sont respectivement définis par Pp(x, y) = x et
9.(x, y) =y, et ol O& et @r sont les homomorphismes respectifs

déduits de P, et g, bPar passage aux quotients, Alors

p6.) = pry(G,) = 2

r’
p;1(2r+1) = Grrﬁ pnil(zﬂl) = Zp1 X Bp
qr(Gr) = prZ(Gr) = B
B - e Nl -z, X,

Les homomorphismes &, et ﬁr sont donc bijectifs. Posons mainte-

_ : . P
nant E_ = Zr/Br’ et soit d, 1'endomorphisme: de Er. rendant



commutatif le: diagramme. h 5.5

d
r
e
B, > By
A
sur jection injection
canonigue canonique:
V
~
Zr/zr+l - Br+1/Br
=l
Br oIXr
On a alors
Ker(dr) = Zr+1/Br, Im(dr) = Br+l/Br

et

()
Ker(d,)/Im(d,) = (Z,,/B.)/ (B 1/B.) =2, /B, =E_ 1.

On obtient ainsi une "suite spectrale" (E

- d )I‘GN’ nous disons

que cette suite spectrale est assocife aw groupe mécanisé E.

Soient E' un second groupe commutatif mécanisé, (G

r.)reyn
sa mécanisation, et posons Z', = prl(G'r), By = prz(G't) et

= {0}. Soit (E'r, d'r)rEEE; la suite spectrale associde &

E'. Soit f wun morphisme: de groupes mécanisés de E dans E',
Alors

/ ! 1

£(2,)C 8", £(B)C B,

donc f définit, par restriction et passage aux quotients, un

y 3 = - ! " t = 1 1
homomorphisme: f  de E_ = Zr/Br dans E p= b r/B

. Notons
1
que les diagrammes

(*k) Note (2012) THere, the following foiqr conditions are equivalent :
(i) dr = (); (i) Z, = Z, (ii)) B,,; = B,;

(iv) G, = M x N for some subgroups M and N of F.

Note that if (iv) holds then :

7y = pry(G,) = M = pry(G, O (Ex{0})) =
Br—l—l = pIQ(Gr) =¥ = pl‘Q(GT M ({0} * E)

r+1?



£
xr
e 1
EI’. > K P
a3 1
i ar,
Y Y
iy P 1
EI‘ >~ E o
£
T
et
homomorphisme
déduit de: i
Ker(d,)/Im{d.) > Ker(a',)/Im(d',)
isomorphisme isomorphisme-
canonique canonique
V Vv
\ e t
Eri1 s Bl
Tri1

sont commutatifs. On obtient ainsi un "morphisme de suites spec-

] i . -
trales (fr,)‘r.'é}l de (Er’ d‘r)--zey,-:\ dans (E'r,. d'r)réﬂ’ nous
disons que c'est associé & f.

S Limite

Soient E un groupe commutatif mécanisé, et (Gr.):reg:\ sa

mécanisation, Alors, en posant

7 = [ pr(e.), Be = U pr,(6)

S rey Il o I‘GE 2
et

Beo = Zoo/Boos

on obtient le "terme Eoo" de la suite spectrale associée & E.



Soient E' un second group&'commutatifﬁmécanisé,

1 . 3 + 1 - 1 .
(G r)‘rerl\\}; sa mécanisation, et posons 7, TQQ\ pr.l({} r_)’
B, = LJ prz(G*rI et Bly = Iy /Bé0 . Soit f un morphisme:
relN

de groupes mécanisés dee E dans E'. Alors

f(200)C 2'sg s f(By) T By,
donc f définit, par restriction et passage aux quotients, un
homomorphisme foq de Eo, dans

E‘%g

4, Mécanisés gradués

Soient E un groupe commutatif gradué, et (Eninfgz sa

graduation. Soit E(- 1) (resp. E(1)) 1le groupe gradué obtenu
par décalage de - 1 (resp. de: 1) de la graduation de E,

c'est-a-dire le groupe E gradué par la famille (En~l)nézg\

(resp. (En+1)’n€£)’ et soit EX E(- 1) (resp. EXE(1)) 1e
produit gradué des groupes gradués E et E(- 1) (resp. E et
E(1)), c'est-a-dire le groupe produit E X E gradué par la

] Bl Yo omn l( i \| \ A4 1.9 o
famille (EnX En—-l)neg\ (resp. (B, X “n+I_)'n€Z"' Nous disons

N

qu'une mécanisation (Gr)réEN sur le: groupe E est homologique-

ment (resp., cohomologiguement) compatible avec la graduation de E

si, pour tout Iiéfgb Gr est un sous-groupe: gradué de E X E(- 1)
(resp. de E X E(1)).

Nous appelons groupe commutatif mécanisé gradué de type

homologique (resp. de type cohomologique) tout groupe commutatif

gradué muni d'une: mécanisation homologiquement (resp. cohomologique-

ment) compatible avec sa graduation.



Soient E un groupe commutatif mécanisé gradué de type
homologique: (resp. de type: cohomologique), (Gr)ﬂfEN sa mécanisa-
tion, et posons 2, = pry(Gp), Bpyy = pry(G,) et By = {o}. soit

(E., 4.)

¥t Ty Eel

rel, Z, et By sont des sous-groupes gradués de E, et d.,

la suite spectrale associée-2 E, Alors, pour tout

est un endomorphisme gradué de degré - 1 (resp. de degré 1) du
groupe gradué quotient E. = Z./B.,.
Soient E' un second groupe commutatif mécanisé gradué de

type homologigue (resp. de type cohomologigue), et (E' ., d

-r!

¥
4 réEE‘
la suite spectrale associde & E'. Solent m&Z, f un homomor-
phisme gradué de degré m de E dans E' compatible avec les
mécanisations, et (fr)reEN le morphisme: de: suites spectrales de
(Er? dr)rEEg\ dans (E'r? d'r)réEE~ associ€ & f. Alors, pour tout
r& N, fr est un homomorphisme gradué de degré m de Er dans
E'_.

i

5. Mécanisés bigradués

Par analogie avec la notion de "groupe nécanisé monogradué",
on peut en outre formuler celle de "groupe mécanisé bigradué":

Soient E un groupe commutatif bigradué, et (Ei,j)(i,j)iégF
sa bigraduation. Pour chaque r &N, soit E(-r, r - 1) (resp.
E(r, 1 - r)) le groupe bigradué obtenu par décalage de
(-, r-1) {(resp. de (r, 1 - r)) de la bigraduation de E,
clest-d-dire le groupe E bigradué par (Ei—r,j+r—l)(i,j)éfg?
(resp. par (Ei+r,j—r+l)(i,j)€§§?)’ et soit EXE(-r, r - 1)
(resp. E X E(r, 1 - r)) 1le produit bigradué des groupes bigradués

E et E(-r, r-1) (resp. E et E(r, 1 - r)), c'est-h-dire



X E )

le groupe produit E X E bigradué par (Ei,j 35, SeE-T

(1,3)632
(resp. par (Ei,j>< Ei+r,j—r+l)(i,j)€52?)' Nous disons gu'une

mécanisation (Gr)reiN- sur le groupe E est homologiquement

(resp. cohomologiguement) compatible avec la bigraduation de E

si, pour tout r &k, Gr est un sous-groupe bigradué de

EXE(-r, -1) (resp. de EXE(r, 1 -1r)).

Un groupe commutatif mécanisé bigradué de type homologique

(resp. de type: cohomologigue) est un groupe commutatif bigradué&
muni d'une mécanisation homologiquement (resp. cohomologiquement)

compatible avec sa bigraduation.

Soient E un groupe commutatif mécanisé bigradué de type
homologique (resp. de type cohomologique), CGr)IEEN sa mécanisa-
tion, et posons Z_ = prl(Gr), B, = prz(Gr) et Néo = {0}. Soit
(Er, dr)ﬁéfN la. suite spectrale associde & E. Alors, pour tout
rel, 4., N;t Br sont des sous-groupes bigradués de E, et e
est un endomorphisme bigradué de bidegré (- r, r - 1) (resp. de
bidegré (r, 1 - r)) du groupe bigradué quotient E_ = Zr/Br'

Soient E' un second groupe commutatif mécanisé€ bigradué: de

type homologique (resp. de type cohomologique:), et (E'_, d'.)

r' " r'rel
la suite spectrale associde % E', Soient (h, k)éEEf, f un
homomorphisme bigradué de bidegré (h, k) de E dans BE!
compatible avec les mécanisations, et (fr)reEN le morphisme de

suites spectrales de (Er, d:r.)réy; dans (E'r, d‘r)r_ey’\ associé

4 f., Alors, pour tout rc X, fr est un homomorphisme bigradué

de bidegré& (h, k) de E. dans E'..
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6. Anneaux mécanisés gradués

Nous définissons les "anneaux mécanisés gradués" comme suit:
Ftant donnds un anneau gradué E et une mécanisation

(G sur le groupe additif E, nous disons que cette mécanisa-

r)’r el
tion est homolog;quement.(resp. cohomologiquement) compatible avec

la structure d'anneau gradué de E si les trois conditions
suivantes sont satisfaites:

(i) (Gr)I%EN' est homologiquement (resp. cohomologiguement)
compatible. avec 1;\graduation de E;

(ii) pour tout re& N, tout (x, y) & G, tel que x € E
soit homogdne, et tout (x', y') &€ G., ona

(xx', yx' + (- 1)deg(x)xy,) < G,

oh deg(x) désigne le degré de X

(i411) (1, O)EGr pour tout r& N,

Un anneau mécanisé pgradué de type homologique (resp. de  type

cohomologique) est un anneau gradué muni d'une mécanisation

homologiquement.(resp. cohomologiquement) compatible avec sa struc-
ture d'anneau gradué, Si E et E' sont deux anneaux mécanisés

gradués, un morphisme d'anneaux mécanisés gradués de E dans B’

est un morphisme d'anneaux gradués de E dans: E' compatible avec

les mécanisations.

Soient E un anneau mécanisé gradué: de type homologigue

(resp. de type cohomologique), (Gr)reEN‘ sa mécanisation, et posons

2 = pry(6,), By = Prp(6,) et By = {0}, Soit (Epy dplren

la suite spectrale associée & E. 4Alors, pour tout rel, 2.

est un sous-anneau gradué de E, Br est un idéal bilatire gradué
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de Zr, et dr- est une antidérivation de degré - 1 (resp. de

degré 1) de l'anneau gradué quotient Er ='ZT/BE,

Soient E' un second anneaw mécanisé gradué, et
(E'., drn}réEﬁt la suite: spectrale associée & E'., Soient f wn
morphisme: d‘'anneaux mécanisés gradués de E dans E', et

("fr)’réll& le. morphisme: de suites spectrales de ('E:r:t’ &r,)]ﬂ':'éyh dans
associé & f. Alors, pour tout r&l, f. est

(B' ., da' )

r? n'reN
un morphisme: d'anneaux gradués de E, dans BY b

7. Anneaux mécanisés bigradués

On peut en outre considérer les "anneaux mécanisés bigradués":
Etant donnés un anneauw bigradué E et une mécanisation
LGf)nésN sur le groupe additif E, nous disons que cette mécanisa-

tion est homologiguement (resp. cohomologiguement) compatible avec

la structure: d'anneau bigradué de E si les trois conditions
g

suivantes sont satisfaites:
(i) (G-r)l,_GEN est homologiquement (resp. cohomologiquement)
compatible avec i; bigradvation de E;
(ii) pour tout re&X, tout (x, y) €G, tel que x&€E
soit homogtne, et tout (x', y') &€ 6., ona
(xx*, yx' + (- l)dEg(ijy') éEGr,

ol deg(x) désigne le degré total de x;

(idi)} {1, ©) € G, pour tout r s .

Un anneau mécanisé bigradué de type homologique (resp. de type

cohomologique) est un anneau bigradué muni d'une mécanisation

homologiquement (resp. cohomologiquement) compatible avec sa struc-

ture d'anneau bigradué.
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8. Modules mécanisés sur un anneau mécanisé

Soient A un anneau mécanisé gradué, et (Or)'zr:(—'}i

mécanisation. Nous appelons A-module mécanisé gradué de: type homo-

sa

logigue (resp. de type. cohomologigue) & gauche tout A-module gradué

3 gauche E muni d'une mécanisation (Gr)rEEN satisfaisant aux
deux conditions suivantes: ”

(i) (Gr)rEEN est homologiquement (resp. cohomologiquement)
compatible avec i; graduation de E;

(ii) pour tout r&€ N, tout (x, y) €G,, et tout
(a, D) & C. tel que a € A =soit homogkne, on =

(ax, bx + (- l)deg(a)&y)i < Gn.

Nous laissons au lecteur le: soin de définir de fagon analogue
les "modules mécanisés bigradués & gauche",

Soit (Ar, pr)rézN la suite spectrale associée & 1l'anneau
mécanisé gradué A, eI‘soit (Er’ dr)rféN
associde au A-module mécanisé gradué é-gézghe E. Alors:

la suite spectrale

1° pour tout r & N, I%l est naturellement muni d'une struc-
ture,de:An—module gradué & gauche;

ge pour tout re&l, tout u EEI, et tout é1lément homogdne
AL, ona

T !
a,0u) = 2 + (- nEMa ().

On peut de m2me considérer les "modules mécanisés 3 draite".

9. Alg¥bres mécanisées

Nous laissons au lecteur le soin de: formuler les notions
d' "algdbre mécanisée”, de "cogkbre mécanisde™, de "bigdbre

nécanisée™, etc..
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10. Appendice: exemples

* '
Soit I  une théorie cohomologique nonréduite. Soient X

un CW-complexe, Xi son squelette de dimension i, et posons

1,d0v. _ it
ErId(x; L) = LTI, X _4)

et

® B I(x; 1),
o

E%’*(X; L)

1

On sait (cf. [1] et [2]) qu'il existe alors une suite spectrale
. * “
bigraduée canonique (Er’ (X L), dr)reig\ telle que
* * * ¥
EN(x; 1) = E (X 1) = By (X5 L),
La construction de cette suite spectrale est comme suit:

1° Pour chaque entier r > 1 et chague (i, j)‘Gg\z, posons

1y dre. B I Ky i+J+1 -
z! (X; L) = Ker(§: L (xi, Xi_l) —> L (Xi+r_l, xi)),
s I, _ L opi+j-1 i+
B 2Y(X; L) = Im(8: T (X 9 X5 > L7xy, X4)),
et notons G;’J(X; L) 1le produit fibré de l+3(Xi, i-l)' et

Ll+J+1(K sur Ll+a+l(X X.) relativement 3

£
i+r? 1+r—1) i+r? 71

1 'homomorphisme cobord

. 2 : i+j+1l
§: L779(Xy, X, ) > 1 (X500 X5)
et 1'homomorphisme
1+3+l i+j+1 :
(X1+r’ X1+r l) =2 (X1+r’ Xi)

X0 C (X
29 Posons de plus

£ o e, i
z? (X; L) = L (Xi,

induit par: (X ).

i+r? i+r? 1+r—1

X 1), Bl 3(x; 1) = {0}
et
ebrd(x; 1) = 1MI(x, %, _4) X {0}

pour chaque (i, j) 6,& :



w A =

Notons que, pour tout r & N et tout (i, j) Gg_?,
Gi’j(X; L) est par définition un sous-groupe du groupe: produit
glod(x; 1) x BT 9Tk 1),

3° Posons enfin

20 (% 1) = ® 270X L), B (X D) = @ By'Y(X; D)
1,4 1y

et

G N(x 1) = @ &Iy L)
r ied ©

pour chague r & N,

% %
La. suite (Gr’ (

X; L))TQEE‘ est alors une mécanisation sur
o
B (X; L), cohomologiquement compatible avec la bigraduation

% ¥
canonique de E * (X; L) et telle que
* %

* ¥ * % ¥ K
pry(G. (X5 L)) = 2.' (X5 L), pry(G. (X5 L)) = B2y

(X; L).
_ _ * #
La suite spectrale associée au groupe mécanisé E ’ (X; L) est

celle d'Atiyah-Hirzebruch: E .’ (X; L) = B} (x; L)/Br’ (X; L).

On peut de meme vérifier que la suite spectrale de
L-cohomologie: pour une fibration E = (Y, X, 7¥) est "associée"
. . * K
34 un groupe mécanisé E ? (§; L) tel que
b (g 1) = P, T ),
oﬁ,'ﬂfl(Xi) est 1'image réciproque du squelette X, par la
projection J0: Y —» X,
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Additional remarks (April, 2018) :

(1) Using the terminology of my note, one can in fact
say that -

Every spectral sequence is “isomorphic” to some
spectral sequence associated to a mechanisation.
Thus, roughly speaking, giving a spectral sequence
amounts to giving a mechanisation. On the basis of
this principle, we can actually “reaxiomatise” the
theory of spectral sequences, by making use of the

notion of mechanisation. This idea 1s originally due

to Dieter Puppe, and his idea was advertised by
Saunders Mac Lane in the early 1960’s, although, of

course, they never used the term “mechanisation”

adopted in my note.

(2) T am now preparing the following informal notes

(written in English, Version 2018_xx_xx)
“Deblackboxification of spectral sequences”

in which I shall explain in detail how the notion of

mechanisation is related to the so-called “Goursat’s

lemma” (1889, cf. MR1508819) in basic group theory.



