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1. La cohomologie de l'espace QY . - Bty sk

1.1. Definitions et notations.

Soient m > 1 un entier, EE?m un espace contractile sur
lequel le groupe G?m agit librement et Y un espace connexe.
On note & Y 1le quotient de 1'espace E G A (Ya.. AY), Yo-
fois, par l'action diagonale de @?m (si Z est un espace,

Z, désigne la réeunion disjointe de Z et d'un point-base).

On note & : QY - Q& Y la m-eme application de multiplicité,
appelée aussi "James-Hopf invariant" dans la terminologie anglo-
saxonne, que l'on peut considerer comme une application stable
noteé r, de QY dans &Y [B ], (Vv ]

On pose TY = @ ﬁ*@;mY et p= @ r; (on convient que

m>o m> o

0 * e *
E,Y =S et que r_  est l'unite de H QY ) . On a:

*
THEOREME 1.1 [B1, L—1 ' application p:TY ~HQY est

un isomorphisme.

Cet isomorphisme nous permet de définir une filtration naturelle

de H QY dont 1'étude est l'objet du paragraphe suivant.

1.2 Filtration de H QY .

1.2.1. Definition de la filtration. Rappelons que TIY est
muni d'un coproduit induit par les applications naturelles

*
@;pY A@;dY *@;b+qY . L'image par l'application p : ITY - H QY

%
de la somme directe ® H G?ﬁY , §>o0 , estune sous -
05m<2S

* 3
coalgebre de Hopf de -H QY ; nous notons respectivement Cé

*
la sous-algebre de Hopf de H QY qu'elle engendre et C, 1e



*

quotient H QYﬂCé - Nous avons donc, pour tout entier s ,

une suite exacte courte dans la catégorie des algebres de Hopf
(voir 1.2.3):

' *
z/2 - Cé - HQY - CS -« ZZ/2
Avant de donner quelques propriétés de la filtration croissante
T

fcity

besoir

¥
de H QY que nous venons de definir, nous avons

~
w

rj IV
L

Fe

e rappeler la définition des foncteurs Rs » 820,
introduits dans [L.Z Jainsi que des résultats concernant la

catégorie des algébres de Hopf.

1.2.2. Les foncteur RS . Soit Ay ¢ B+(‘ZZ/2)S AY -~ (%;SY

une "diagonale de Steenrod" détermineé par une bijection de

z/2)° sur 1528 sx 02} (BEZ2Y® sk um classifiant pour

le groupe (Z/2)° ). L'image de a. : B & _Y - H'((z/2)%) e i'y
peut-étre décrite de la fagon suivante. L'iction du groupe
lineaire GLSCZ/2) sur (Z/2)° induit une action A-linéaire

sur H*(GZ/Z)S) , nous notons L, le sous-A-module de H*(GZ/2)S)
forme des &léments invariants sous 1'action de GLSQZ/Z) . Ly
est une algébre de polynbmes sur Z/2 librement engendreé par

les classes WZS—Zk y, O0<k<s, s déesignant la jSme classe
de Stiefel-Whitney de la représnetation réguliére de (z/2)"
[L.Z], (M,J, [D]. Soient y un &lément de H'Y et T ¥ la
2°_&me puissance externe de Steenrod appartenant a ﬁ*%g‘sy (s 1].
Dans [L.Z] nous avons défini un sous-L,-module, noté Rsﬁ*Y ;

de H*(CZ/Z)S) ® 'Y engendré par les é&léments A:P Y que

nous avons note Stsy, y parcourant ﬁ*Y - O vérifig que l'image

de A: est égale 4 RSE*Y . On peut en fait définir R,M  pour



tout A-module instable M , ce foncteur R_. de la catégorie

des A-modules instables dans elle méme est etudié dans [L.Z]

1.2.%., Sur une catégorie d'algebres de Hopf. Dans ce paragraphe
nous rappelons des résultats gui se trouvent essentiellement

dans [M.%], Cw 1.

Definition 1.2.3.1 - Nous notons f? la catégorie dont les objets
C wverifient:
(Z1) C est une algébre de Hopf gradueé C = {Cn}n>>o sur le

corps Z/2 qui est abélienne, c'est 4 dire, associative,

coassociative, commutative, cocommutative.

(6;2) C est un A-module instable et le produit et le coproduit

sont A-linéaires.

(633) Le "cup-carré" dans C coincide avec 1'opération Sq,

(en d'avtres termes l'algébre C est instable).

(€ 4) c® =z/2 (C est connexe).

Les morphismes de éfsont les applications A-lineaires compatibles
avec produits et coproduits. Un objet de € est appelé une 2 -

algébre de Hopf.

On verifie que la catéegorie € est abélienne et qu'elle est
équivalente & sa sous-catégorie pleine Z dont les objets sont

les ideaux d'augmentation des objets de f?.

Soit C une € -algébre de Hopf. On note (PCc 1le sous-espace
de C formé des éléments primitifs de C . Pc est un A-module

instable.



Definition - PROPOSITION 1.2.3.2 - Le foncteur @: EMZL admet

un adjoint & gauche U ‘ZLM‘—%E On a donc:

Homu(M,@C) = Hom,_(UM,C)

¢

pour toute €~a1gébre C et tout A-module instable M .

La é-—algébre de Hopf UM est définie dans [ © , p:28] comme
etant la A-algébre libre engendreé par M . Le coproduit est

induit par la diagonale M - M@ M .

Rappelons que pour tout A-module instable M on définit le

"double de M" , noté &M , par:

\Sf=!
NI}J

T
P

Y

si n=0(2) ) 3(Sq
et Sq™(s,) =
1 0 &1 n=1(2) 0 58 A=%(2)

x) si i=0(2)
(aM)" =

¢x désignant 1'élément de $M correspondant & un élément x
de M . De la mlme maniére on définit le double &C d'une € -
algébre de Hopf. On définit un €-morphisme x : C - 4C de la
fagon suivante: §C s'identifie a ﬁo(BZ;chC) , &, opérant
sour C ® C par permutation des facteurs, via l'application
Ix — X®X (ﬂo(@' ;C®C) est le sous-groupe des invariants
modulo les normes); A est induit par le coproduit, commutatif

de C .

PROPOSITION 1.2.3.3 (M, ] - Soit C une ©-algébre de Hopf, le
morphisme canonique UPC - C est un isomorphisme si et seule-

ment si le morphisme A : C - ¢C est trivial.



CORQLLAIRE 1.2.3.4 - La suite:

t"\l

z/2 - ulPc - ¢ -~ sC

est exacte dans ?2.

De méme que le morphisme ¥ 1 g est trivial, de méme le
AN =pe 5 A

morphisme est trivial; on pose Fc = GQCoker X, on

A[Coker A
a donc Coker ) = U(&C).

PROPOSITION 1.2.3.5 [ W ] - Pour toute suite exacte courte dans €
Z/f2 - C' - C - C" =~ 7/2

il existe un Y-morphisme naturel o : ®Pcr - é5C‘ tel que la
suite

>
o - @®ct - @®c - @ -~ Pcr - Pc - Pcv - o0

est exacte dans W .

¥
1.3 - Propriétés de la filtration de H QY.

Le but de ce paragraphe est de prouver.

PROPOSITION 1.3 - La composition:
*

e
S
5@ ¥ HOY ——
2S S
se factorise par une injection i, : Rsﬁ*Ysla.G)CS et la suite:
a—
zZ/2 - U(RSH Y) - G, = C_ 4 = Z/2

est exacte dans qa.



Début de la demonstration. Par definition méme des CS (voir

1.2.1) nous avons la suite exacte dans ¢

- ' - - e
z/2 cs+1//cz‘s Cs Cs+1 z/2

A 1'aide de 1.2.3.2 on vérifie que Cé+1//Cé est primitivement

%
engendré. Nous allons montrer gue C! //Cé = URSH Y et que le

s+1

=% : , i %
morphisme dans ¢ - URsh Y - CS est induit par une inclusion

—
de RSH Y dans (PCS . Pour cela nous avons besoin de calculer
les primitifs des CS

1ol Calcul des primitifs des C_, s> 0 .

Nous procéedons par recurrence sur s .
T T 3 - *"r
1.4.1. Le cas s = 0 : Primitifis de H QY .

Soient T B+22/2 —— s° 1le transfert (voir [P 3, [—]) et

S. o . ) )
T B+GZ/2) —+— S° 1le "smash-produit" s-fois de r . Nous

s 3 . S
notons TS(Y) = T A ldy ¢ B+CZ/2) A Y —4+— Y (nous convenons

que T (Y) = ids“Y) et nous désignons par Ts’m(Y) la

T4(Y) e -
— QY % - @'mY od TS(Y)

composition B+CZ/2)S AY

est 1'adjointe de TS(Y) :

LEMME 1.4.1.1 - Pour tous ent iers s >0 et m>1, 1'homo-
morphisme:

g (Y) : H*G;mY

s,m

¢

Hiz/2)® o By

—
est trivial si m 2% et se factorise & travers RSH Y =i
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Demonstration. Soit CY . D'apres [rﬁ 1, [ & ]
on a une application naturelle de CY dans QY gui est une
equivalence d'homotopie quand Y est connexe. Lorsque
m > 2° 1le résultat est une conséquence de la définition méme
des applications de multiplicité et de la commutativité du
diagramme suivant:

T (Y)
TS(IJ%) A X, ™~ 3 ””?) ALY _;i____, QY

P 3
Q@;m*
l‘“» i '( ‘I
S
A % Y “m

e ™ B2 ¥ cy . C&_ Y

= a ®
\‘E—Ji

s . oy (2°%) 25
Supposons m < 2 et désignons par X = (R) xY /Gmx C
27 -m

S s
((tfa“")(2 ) désigne le produit (R™)Z privé de ses diagonales).

Notons pr : X -~ GRm)(m)><Ym/@5m l'application induite par
la projection sur les m —-premiers facteurs R~ et Y et

'C s, * GSkX+ le transfert associé aw révetement

s s
X = Gﬁw)(z ) x YO /& g dont le nombre de feuillets est le
2

coefficient du bindme CmS noté k . Dans ce cas le résultat
2 i
découle de la commutativité du diagramme suivant:

tr G5’k(pr+)

GSZSY+ - G;kx+

G;ke5my+

CcY Pm » C& Y :
m

- — ¥* -
Nous notons © : H QY - T H @/2)° & HY lt'application

A% - % == %
induite par [ T.(Y) et o« :TY = o H GmY - RHY
5=0 m=" 5=0
l'application induite par ® s (Y) = @ A* d'aprés
s>o,m>1 5.0 s>o S

b



1.4.1.1. La commutativite du diagramme

® co
— * -
FQY ——— I H @/2)° e B Y

5=0
P2 J

. & ol %
Y OO RS Y
s=0
¥ _— ke
montre que 6 = @® T_(¥) : HQY - ® RHY .
s s
§>0 s>0
PO .
PROPOSITION 1.4.1.2 - L'application ® : HQY - ® RSH Y
s> 0
. * - %
induit un isomorphisme, noté& encore @ : PH QY - © W REY

S>>0 aE_q B
I1 est clair que pour montrer la proposition precedente il
- —%
suffit de prouvergue l'application « : TY - @ RH Y induit
S>0

—%
un isomorphisme, noté encore «:PTY - ® w_ RHY .

s>0 2% B
T !
Considérons 1'application p_ : RE Y = 8R__, H'Y définie dans
[LZ prop.4.4%]. Cette application est A-linéaire, son noyan
=% r - . . .
est w28_1RSH Y et elle vérifie en particulier P,l(stsy):@(sts_,]y

LEMME - 1.4.1.3. Le diagramme suivant est commutatif.

- a -
TY > @ RSHY
s>0
® p
;3 5> 0
- % —%
3(TY) = » @ R, HY
s> 1

Démonstration. Il suffit de prouver que le diagramme suivant est

commutatif

¥



(%)

¥ _s-1 .s5-1

il —_— i .
HGE Y 242 V(B G Yed & Y] °
) 2
2 N’
3
pH B
/ 2
.K.
—% Pg — ‘?AS_'}
RH Y v R, HY
o 7. et wp’q :éng y(ghY 4%55+qY sont les applications

naturelles. Par définition méme des applications p4 (voir
*
(L2 ]) et ¥q 4 1le diagramme (*¥) est commutatif pour s=1

Pour s > 2 considérons les applications naturelles

1
-1
25
B oY X6 ¥ —— G686, ¥
2 2 2
t 2
: 325—1
6.6 .y S Y
2 25—1 58
ol 652655_1 désigne le produit en couronne ("wreath product")
2

de &, et {525—1 . La commutativité du diagramme (*) découle

du cas s=1 et des faits suivant = J qa0l __
28—1’25—1 58 £ 58 g
Le diagramme suivant est commutatif:
J s-1
652635_1Y 2 » & v
2 . Z°
.11.
AST
B+ RIE K @325_1Y Ag
TAbs 1 T
B, Z/2 o B,@/2)°AY = B@/2)°AY .

e B L S Bl

.

ot B o
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Une conséquence de 1.2.3.2, 1.2.3.4 et de la proposition 4.4.7
P i
de [L.Z ] est gue 1l'application ¢« :TY - 3 RSH Y induit une
s>0

. —*
application, noteé encore o :¥TY -~ ® w_ RHY . Le reste
s>o0 2" -1

de ce paragraphe estconsacré a2 la demonstration du fait que

o —
« :PTY -~ ® w_, RHY estun isomorphisme.
s>o0 2°-1

Rappelons que la structure de coalgébres sur IY est definie

icati ‘ 16 Y Y - Y . P
par les applications naturelles Vp,q G&) XISq & our

Pp+q
*
tout m > 2 , nous désignons par = N ¥ . Nous
’ T g cpkpor Pome
avons par définition méme des primitifs de TIY: (Pry = e K,
m> i

K, désignant H Y .

LEMME [ L ] - 1.4.1.4. Le sous-espace K  de I'Y est aul a

moins que m ne soit une puissance de deux.

Démonstration. Pour tout p : 1 <p < m-1, la composition:
*
*, wp,m~p tr
HG Y —H (B YxG6 YY) —*HG Y

ol +tr désigne le transfert, est la multiplication par le

coefficient du bindbme Cg modulo 2 . Or, le p.g.c.d. des entiers

Cg , 1<p<m-1, est égald 1 si m n'est pas une puissanc

de deux.

Nous avons donc ®TY = ® K_ (Par définition méme des primiti.
s>o0 2

®TY =®ry). La proposition 1.4.1.2 est maintenant une conséequence

de:



LEMME - 1.4.1.5. Pour tout entier s > 0 , l'application

3 — i HE
As + H @SY—»RSH Y induit un isomorphisme, noté encore
2
A* K s RAY
: W .
s 55 5S_4 8

Démonstration. Pour A=0 le lemme est trivial. Pour s > 1,

*
K est aussi le noyau de l'homomorphisme en effet,
S s-1 ,558-1
2 2 g 2
¥*
l'inclusion de K dans Xker Y gst elair, lrinclusion
s s-1 ,s5-1
e 2 g
en sens contraire résulte de ce que l'on peut choisir des 2-sous-
groupes de Sylow de ESD B @;S , 1<pc< =1 , qui soient des
2 sous-groupes de Sylow de & 1 X 4 - La demonstration de
25” =

1.4.1.3 et ce qui préecéde montrent que 1'homomorphisme

¥* — —
pr : B® Y —REY induit un homomorphisme injectif, noté
>

% —*
encore A_ : K _>—— w RHY . Le surjectivité de cet homo-

ra . * —*
morphisme resulte du fait que le sous—H(E'S—module de H G;qY
2 2"

*
est contenu dans ker { = K ¢ (voir

engendre par W Sl &
-1 25-1 2 2

25

(M, p: 61]).

1.4.2. Le cas s > 1 : Calcul des primitifs des Cg.

—% -
L'image de Cé par l'application ® : HQY - @ RSH*Y est

5> 0
—¥* -
contenue dans ® RHY . Il en résulte que l'application @
t<s
_— -
induit une application ®s : Cg — @® RHY . Pour

les m@mes raisons qu'en 1.4.1.3 l'image par ®s de @CS = @ES

— —
est contenue dans le sous-espace R_H I® @ w, RHY de
g t>s 27-1
® RtH Y .
t=>s
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PROPOSITION - 1.4.2. L'application @cs - Rsﬁ*ye( ® w, R ﬁ*Y)

t>s 2 -1 T

induite par @S est un isomorphisme.

Démonstration. On procéde par récurrence sur s . Quand s=0 il
s'agit de le proposition 1.4.1.2. Nous posons pour abréeger

P
s - @
RS = RSH Y et Gé = RS @ € W oy Rt nous notons encore

t>s 2 -1

Oy 2 @CS - 7 1vapplication induite par @é

La suite exacte dans ﬁ?:
/ = t = e -
zZie Cse1// Cg Cs Css Zr2

donne "en passant aux primitifs” (voir 1.2.3.5) la suite exacte

dans (L :

0
o - Pcr #cy) - Pc, - Pe_ , —> 8 P(CL 4/ CL)

s s+1

En effet il est clair que Cé+1

ce qui montre que @’(Cé+1ﬁ/0é) = @GKCé+1ﬁ’Cé) . Nous considérons

ﬁ'Cé est primitivement engendré

ensuite le diagramme suivant
6 ¥ 56 _ .Y
s
) |
© d
1] t !
0 — Glog/Cy) — @Cs - @Cs+1 PH_P@KP(CSH// )

l ® ® {@ 1)
s s s+1 s

0 ———— R, &——» (PS——>{PS+1———>@RS——~———+0

Dans ce diagramme la ligne du bas ol la fleche @;+1-» ?R

est la composition de la projection 42+1 - Rs+1 et de

-
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0 : R - @RS est exacte; la commutativite du carré de

5+1 s+1

droite resulte de la definition méme de

Notre hypothése de récurrence est que €, ® FCS - dz est un
isomorphisme. En utilisant la surjectivité de la composition:
®
—
HE& Y - c' ./C')—S24R_ on en détuit tout d'abord que
55 s+1 = s
P ﬁ(Cé+1ﬁ’Cé) ~ R, est un isomorphisme. Ensuite en utilisant

de méme la surjectivité de la composition:

£ 5 R

+1 7 Ys¢1 T s

56

A
X = 4L
> 5

s+1

on montre gue le connectant & est surjectif. On peut donc enfin

en conclure gue ®s est un isomorphisme.

1.4.3 Fin de la démonstration de 1.3

Au cours de la démonstration précédente nous avons montrée que
i
le quotient Cé+1ﬁ’Cé est isomorphe U(RSH Y) et que le morphisrk
— -
U(RSH Y) - CS est induit par l'inclusion naturelle de RSH Y

dans JDCS

Remarque 1.4.4. Soient n un entier et CL_ 1la sous-algébre

* -
de Hopf de H QY engendreé par la sous-coalgébre p( @ I{E%FU
m<n

Lorsque n n'est pas une pvissance de 2 nous avons, d'aprés
g N Ty e T CéI},]C—+ Cér1 est une égalite. Il en resulte que si
s est le plus petit entier tel que n < 2% alors 1l'inclusion

{ ! pa i+ &
C<11C—+ CS est une egalite.

N
*
1.4.5 Calcul de &fH QY .
Dans ce paragraphe nous montrons

A
PROPOSITION - 1.4.5. Pour tout entier s > 0 , tﬁc = 0



e Al

Démonstration. Considéerons la suite exacte dans € (voir 1.2.1).

i ct C / C HeQy
z/2 - C. - C, - C, - Z/2, C,=HQ

Par définition méme des C! ona : 1im CL . =C,, 1l en resulte
S

FaS
donc: lim C_ =2Z/2 . Par définition du foncteur ® (voir par
s

exemple 1.2.3) on vérifie qu'il commute & limite inductive donc:

I~
1im WCS = 0 . La suite exacte dans € (voir la démonstration de
S

Yl )

—%
Zz/2 - U(RSH Y) - CS = Cs+1 /A

et
%
et la surjectivité du connectant o : Pc -~ dR_H Y (voir
s+1 L= R, e
la démonstration de 1.4.2) montrent 1'isomorphisme ODCS ~ PCS+1 ;
D'aprés ce qui préecéde nous avons: @CO ~ lim @CS = 0 et donc

~ S
£c, =0 pour tout s =0 .

Remarque 1.4.6. La proposition précédente et la définition des
foncteur £ (voir 1.2.3) montrent qu'on a, pour tout s > Q0 4

une suite exacte dans ‘t‘f

A
z/2 - U((Pcs) ~ ¢ ,—reC, ~ Z/2 .



2. La theorie des invariants de Hopf d'ordre supérieur.

2.7 Invariants de Hopf "au niveau EZ”

: S 5 b oGy 0 o,
Soient X et Y deux espaces et iEr =E_ (s7%,S Y)}TEiZ

la suite spectrale d'Adams, relative a3 la cohomologie modulo 2 ,

convergeant dans les bons cas vers .S X,5 7] . On a:
5;8 By 8ty o¥ yoa S Togek,, ok
E;’" ~ BExt.’ (HY,HX) = }L,«:*" (' "PH Y,sH X)

n

Il

—
H Hom (L., H X
_(Hon (L, )

7o . ‘ . . 1-s55%
L, désignant une M -résolution libre de ¥ °H Y

—
= H_S(HomuﬂDL*,EfH X))
puisque le A-module T H X est instable.

On obtient donc une application:

ES’S - Hom%(HSDL*, s ALY = Hom%(DSz1“SH*Y, £ T X)

D designant le s-éme dérive du foncteur D de déstabilisation.

On a le resultat suivant dont on trouvera un ennoncd plus

précis dans (LZ ] (théoréme 2.5)
THEOREME 2.1 - Soit M un A-module instable alors le A-module
DSZ1*SM est naturellement isomorphe & ZRM

Par consequent l'application déecrite ci-dessus est une application

— —
que nous notons gf; : ES’S - HomﬂfRsH Y,H X)
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2.2 Invariants de Hopf "au niveau E!

Soint [SX,8¥] = F° o F' 5...5 F% 5... 1a filtration

d'Adams de [SKX,SKY] relative & la cohomologie modulo 2

(voir [#H_], {M.T]). Avec les notations de 1.1 on a.

PROPCSITION 2.2 - Soient f wun &lément de [S X,S7Y] de

~

filtration > s et f son adjoint dans [X,QY] , alors la

composition

¥* 3

r ¥
&y —2.p*ay —— X

(i) est nulle si m < 28

—
(ii) se factorise & travers RHY si m=25

I1 resulte de cette proposition, dont la démonstration sera
464
donneé enYque l'application naturelle #: [S"X,S°Y] -
0

* *
HomwﬁH QY,H X) induit, pour tout s , une application

* 1V

—_

noteé #2 : ES'S = pS/FS* L Hom (R B'Y,H'X) .

2.3 Compatibilité des applications £2 et 35 .

Soit Zg’i l'image réeciproque de Ei’s dans Eg’s . Zg’i
H = 3
est contenu dans le sous-espace note fg’i des cycles permanents

et coincide avec celui-ci si la suite spectrale d'Adams est

convergente (voir E#n;],[ C 1y L1

La compatibilité des applications A2 et A5 est mise en
evidence par le théoréme suivant dont la démonstration sera

donnee en 2.6.%
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THEOREME 2.3 - Les applications %2 et Qgi sont compatibles
pour tout s > 0 . Plus précisément le diagramme suivant est

commutatif.

v

75,5 » ESsS Srgs

2,00 - \

|P »
i

Hom, (R A ¥,H X)
/

s
=5,5 C s,8 2
3 e By

v

2.4 Remarques.

(i) Rappelons que si £ est un spectre on désigne par
0"% le O-éme espace d'un Q-spectre équivalent & X (voir
[%j ) - Soit {Ys}sg:o une résolution d'Adams du spectre
Y = s™ relative & la cohomologie modulo 2 [A,J, [ A3]. Nous
notons e, : SmmeS -+ YS l'application naturelle et
pg ¢ SmhmYS - Y, 1la composee de €y et de la composition
Ty =Yy q ™ wew =Y, «» Pap définition p, est un élément de
Ls“h“Ys,Yo] de filtration d'Adams s . En fait pg :s“b“YS ok
"jJoue le role" d'une application universelle pour les elements
de FS c [S™%,5"Y] en ce sens que toute application
f : X - STY de filtration d'Adams s se factorise &
travers Smh“Ys :f=pgo sF  ou %; : X - QmYS est l'adjointe
d'un releve £y S°X - Y, de £ . Il en résulte que par
fonctorialité il suffit de prouver la proposition 2.2 et le
théoréme 2.3 dans le cas ol l'espace X est QGWS . Nous
sommes ainsi amenés a étudier la cohomologie modulo 2 des

espaces Q“Ys .

v
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(ii) A partir de maintenant nous considérons la résolution
"canonique'" d'Adams pour le spectre S™Y dont nous rappelons
la définition (voir [-PE]). Soit K 1la fibre de 1l'application

canonique 8° -~k ol K= {[K@&Z/2,n)] désigne le spectre

n>o

d'Eilenberg-Maclane modulo 2. Le spectre YS est alors défini

par: Y =K A...AKAY ; K s-fois. On a des cofibrations

_ * *
ack PR YS/YS telles oue 1'homomorphisme H Y_—~H Y_ . est

5+ +1

trivizl et YS/YS+1 est un spectre d'Eilenberg-Maclane généeralise

que notons Vﬂg ;

2.5 Cohomologie des espaces QmYS

2.5.1. Relation entre dérives de la déstabilisation et cohomologi.

des spectres Y_ . Dans ce paragraphe nous montrons gue
-
- * Q —_—
l'application o ¥ : DxT°H'Y - H (@/2)%) ® B Y définie

"algébriquement" dans EL~21f” 5 ] & une définition "géométrique"
faisant intervenir les spectres Y_ . Plus présicement. Soit

T (Y) s 13+(zz/2)S AY+ Y 1l'application définie en 1.4.1.

Son adjointe '?s(Y) : B+C2/2)S AY - 07" se factorise a
travers QmYS en effet, l'adjointe T : B+EZ/2 ~ as° du

transfert T : B+22/2-+» s® (voir 1.4.1) se factorise & travers

| | QZiSO R QJSO désignant la composante connexe de QS°
i>o
des lacets de degré Jj . On vérifie que _|| inSO =0 K o X

i>o
est le spectre défini en 2.4 (ii). Ceci prouve que
TS(Y) : B+(ZZ/2)S AY 4= Y est de filtration d'Adams s et
qu'un relevée "cannonique", note ?S(Y) , de TS(Y) a Y, est

donné par la composition suivante:

S ’¥S(Y) ®s
B+GZ/2) AY —2— Q“YS — 28 T,

ou e est déefini en 2.4 (i). Considerons la cofibration
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¥, - YS_1 ~We_q (voir 2.4 (ii)). D aprés la définition méme
des foncteurs dérives le noyau de DH*YS o D£'1Hﬁvs_1 s'identifie

Y

- S.—*
a DSZ HY . Nous avons:

LEMME 2.5.1.1. - La restriction 4 D 3 'Y de 1'application
* ¥* -

DHY - H (@/2)°) ® HY induite par 7_(Y) s'identifie &
0y

aS

Identifions H (Z/2) 4 1'algébre polyndmiale Z/2 [ul] ol u

™

est de degré 1. Il existe un A-module E caracterise par les
proprietés suivantes: E contient H*GZ/Z) comme sons-A-module,
E/H*GZ/E) = 8_122/2 et Sqiu"1 - . . désignant le
généerateur de E en degré -1 . Nous notons e 1l'élément de

Ext;¥2_112/2,H*CZ/2)) représenté par la suite:
N oA
0O - H@&Z/2) - E - y» 'ZzZ/2 - 0

Le lemme 2.5.1.1 est une conséaquence, d'une part, de la definitior
¥

— * s
de l'application ag Y : DT HY - H (GZ/E)S) ® HY en terme

e
de "cap-produit" par 1l'element eS(HY) . de .

Exxﬁég'sﬁ*y,H*CZ/z)s @ HY) (eS(HY) = e® w®e®1_, , e s-fois)
HY

(voir (LZ p:3 ]), et dtautre part du lemme suivant qui "relie"

1'&lément e de Extgi(z"b/z,ﬂ*(zz/z)) au transfert r : BZ/2+ s°

LEMME 2.5.1.2. - Soit T 1la cofibre du transfert 7 :BZ/2 +— &0

Alors, l'extension de A-modules

1

-1, %

0 - ﬁ*(B+zz/2) - THE = T HE® ~ 0

s'identifie & l'extension e .
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Demonstration. Soit M un A-module instable, on montre
facilement que l'application naturelle: Ex%%(E_EZ/Z,M) -
HomuﬂDE"EZ/Z,M) est un isomorphisme. En particulier:
Ebcﬂ;;'n(z‘h/z,ﬁ*(BJrzz/z)) ~ Homu(D,lz”zz/z, Z/2[ul) . Or, d'aprés
(LZ 1, D27 z/2 xz/2(u] d'ou:

Ext,:n():-1 z/2,8 (B, Z/2)) ~ Hom @Z/2(u], Z/2[u]) ~Z/2 @ Z/2

Soit ¢ 1le générateur de E's° aiors 1l'image de l'extension
correspondant au transfert T : B+IZ/2 + 38° dans

Z/2 2ZZ/2 est (quc, Sqfcj , il nous suffit donc de montrer
que les classes Sq:<_ et Sqf sont non mlles. Pour cela

considérons les compositions:

:
s° =RP] - RP] —— s°

ae

Mo

T

1 ¢ 1 RPT ——s s°

P S - S+ =:RP+

On vérifie que My et M4 sont respectivement le double du
S

generateur de n, et le généerateur du ﬂ? . On a donc

Sq; ¢+ 0 et Sqﬁ ¢t $# 0, et par fonctorialite Sqit.# 0
o] 1

et Sq°c4 0 .

2.5.2. Calcul de la cohomologie des espaces ans .

Dans [LLZ p: § ] nous avons vu que DSE-sﬁ*Y contient
QDSZ1—Sﬁ*Y qui est canoniquement isomorphe 4 Rsﬁ*Y ¢ ainsi
1l'algébre homologique donne t-elle une application:

RSE*Y - H*QKYS . La proposition ci-dessous, qui calcul la
cohomologie de D“YS , 1a relie 4 l'homomorphisme naturelle:

H (QY) — H*n°°Ys X
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PROPOSITION - 2.5.2. Soit s un entier > 0 , nous avons:

(i) La factorisation canonigue dans Z qu morphisme:

* *
H'QY - HQ Y, est la suivante:
* *
B@ —= U, o —Hn ¥,
ou C, est 1'algébre de Hopf quotient définie en 1.2.1.

¥ e
(11i) SBalt 1 = RHEYc, DEY_ 1'inclusion donneé par
l'algébre homologigque,asavoir la composition:
....-X-‘ ,__S._* I
RHY = Ds™HY > DHY_,
alors la composition

RSH*Y ——— DH ¥_—— (PH*QOQYS

—%
se factorise par une application: RSH Y - @CS qui coincide

avec 1l'inclusion naturelle de RSE*Y dans <@CS (voir 1.3).
(iii) L'application naturelle:

—
c ® U(DE Y. - HQ™Y
S e s S
U(RH Y)
s
*¥ oo
est un isomorphisme; H Q YS est donc le produit cofibré dans

. , 6 —% %
la catégorie de C_ et U(DH YS) sur U(RSH Ty o

(iv) On a dans ¢ la suite exacte naturelle suivante:

z/2 - U(DH*YS) = H*QmYS “ @ ~ zZ/2

s+

Démonstration. Cette proposition se démonstre.par réecurrence

sur s ; le cas s=0 est trivial.
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Pour passer de s & s+1 on applique le foncteur QT 3 1la

cofibration de spectres: Y S *VVS. On obtient ainsi une

s+

fibration d'espaces: OQYS -itQmYS—E;QGHVS qui posséde les

+1
propriéetés suivantes:

= Y 0y

ment commutatifs, dont la cohomologie modulo 2 est localement

o
s41? o Q\ys_ sont des H-espaces, connexes, homotopigue-

finie.

- 1 et f sont des H-applications.

- el 1 A 1 :
n10vvs n'opere pas sur l'homologie de Q“YS+1

¥ co \ .
- en tant qu'algébre H AQw . est isomorphe 4 une algeébre libre

commutative.

Dans ce cas la suite svectrale d'Eilenberg-Moore est

by - * -
articulieérement efficace pour calculer H QKY en fonction
P s

+1
¥* * ¥*

du noyau Ker f et du conoyau Coker f de £ dans la

catégorie e CL,3, [Lyl. Avant de continuer la

démonstration de cette proposition nous allons rappeler gquelgues

résultats concernaut cette suite spectrale.

¥ ¥*
Ltapplication naturelle: Coker £ - H QKYS+1 est un morphisme
injectif de la catégorie © . Nous désignant par T le quotient
*
HQ Y

4 1'aide, par . exemple, de 1l'application naturelle

¥* * *
S+1A’Coker f . L'application ker f - coker i  definie

SO S 0w /0¥  reliant fibre et cofibre de f , induit

(#)

- *

un morphisme d'alébres de Hopf gradués v : U(Z 1§LKer'f ) - T
- 3

lorsque U(Z 1.ELKer:f ) est muni de sa filtration primitive

{iroir [hA%]) et T est muni de la filtration induite par celle

de H'Q™Y . . On vérifie, d'aprés [ L, , thm 3.2], qu'au niveau
s+1 4

@Q ) JéM%erQb&bW&£wWTWWAMhA.
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des gradues
o - ¥* i
E(v) : EU(ET2Ker£°) = a(z™"2Ker £¥) - ET = A(Z7'QKer £)

- *
est un isomorphisme. Nous en déduisons que v :U(Z T%Keri?) - T

est un isomorphisme et gue nous avons la suite exacte courte

dans Q%.

* oo

* w
(¥) zZ/2 - Coker f - HVY ~ Uz 1QKker £F) -~ z/2

s+1
Ceci rappele voild la description de 1l'induction de s & s+1

que pour la commodité nous divisons en six étapes.

1°E€ ttape: factorisation canonique de £ PuisqueW_ est un
spectre d'Eilenberg-MacLane H*QQQVS est isomorphe. & UDHi‘Vs .
On en deduit que la factorisation canonique de f* est la
suivante:

* * * oo
UDH WS UDH YS —— HN0 Ys

l'injectiirté de la fléche de droite résulte de (iv). Toujours

*
a l'aide de (iv) nous avons Coker f ~ Cs+1 .

2°8€ ttape: d'apres la 1°E€ gtape la factorisation canonigue

* oo * _ oo
dans ¥ du morphisme H n Y, - HQTY_ , est la suivante:

oo

H'Q Y, HQ Y
¥ _ o L ¥%
HQ Y Coker f ~ C

s+

s+1

d'od le (i) pour s+1
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eme . , oo -1 * . ~
3%=% etape: determination de I Kerf . Puisque le foncteur
*
U est exact on a Ker f ~ U(N) , N désignant le noyau de:
* ka3
DHVVS - DH YS . Or, par déefinition des foncteurs derivés

on a une suite exacte dans QC:

0 D,HY nH DH DH Y 0
- 1 s D Ys+1 - H Vys - H s
n : y * -1, %
on encore a cause de l'isomorphisme D/ H Y_ ~ Dt+1? H Y3_1
0 D LZSHY DSH Y DH \ DH'Y - 0
- s+1b ” s+1 VVS : s

T tsulte: Ker £ ~ U(DEH'Y ./D_ .£"SH'Y) . En utilisant
1 en resulte: er ~ z cnd Dy 4 ) . utilisan

la formula E_q&U( ) =0( ) , puis l'exactitude a droite de Q ,

et enfin la formule QD = pr~] , 11 wvient :

£ 19Ker £F ~ DE*Y_ /R! . en posa t: R! . =0D_ £ SHY
© = s+1/ " s+1 P ’ s+1 7 s+

(nous retardons volontairement l'identification de R!

s+1
RS_Hﬁ*Y (voir [LZ p: 6 1)).

avec

D'aprés ce qui précéde la suite exacte (*) s'ecrit:

* oo *
—_ — —_ t -
72/2 8 Ho"Y, U(DH'Y__4/RL, 1) 72/2

¥ " . ¥* * b
1
I1 en resulte gue la composition R8+1<l~+ DH YS j = ®PH O YS

+71
. . L ; .
se factorise par une application: Rs+1 GJCS+1
eme . . 3 Rk i ! 3 : . 1 =
=- etape: identification de l'application: Rs+1 @Cs+1
Pour avoir (ii - s+1) il reste & montrer que cette application
%
oy L . 4 -
et la composition de 1l'isomorphisme e = RgqH Y de
—*
[LZ p: & ] et de 1'inclusion naturelle de R_ ,HY dans

G5CS+1 (voir 1.3). Pour cela on utilise les points suivants:
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- L'application: @CS_F1 -G H*(B GZ/2)tf\Y) induite en
t> s+1 +

cohomologie par les applications: ¥t(Y) :B+Gz)tf\Y - anYt'*

fmes+1-+ QY , est injective (voir 44.% ).

. o t
- La composition: Rl 4 @CS+1 H (B+CZ/2) AY) est nulle

*
pour t > s+1 puisque l'application H YS+1 - H*Yt est nulle.

- D'aprés le lemme 2.5.1.1 la composition: R 1-*5@

S+ s+1_,
—% -
1
Rst1
eme € ‘ > > =
=% gtape: deémonstration de (iii) pour s+1 . Nous venons de

voir que nous avons un diagramme commutatif dans z

o \
* oo
HO'Y
+1

et par consequent un morphisme:

*
U(DH' Y

U(Rs+1 s+

0 Y) /
CS

&  U(DH ) H Y
C ' ( Ys+‘l - i s+1

541 -
U(RS+1H Y)

Le morphisme prend place dans le diagramme commutatif ci-dessous

ol les lignes sont exactes dans .

® , U(DH'Y_ ,)—U(DE'Y_ /R__H Y)—s Z/2

BiE % B q—* 8 .
HY)

+1 s+ U(R s+1 s+1/ " s+1

s+1

7/2 ey PO . UMDH'Y L/R_.EY)—z/2
Cas ) s+1 —

1 s+1 s+1



et est donc un isomorphiisme.

-efe - . g . 7
S%2% gtape: demonstration de (iv) pour s+1 . En echangeaut les

*
roles de Cs+1 gt U(DH Ys+1) on a aussi la suite exacte:

+1)

*

5 Y)

* * e
77 - U 5 - ) 2 -
Zf2 - U(DH ¥ 0d = Gy g ® U(D_H =9 CS+1// U(Rg, 4H Y) - ZZ2/2

U(RS+1

on encore:

* * oo
7Z/2 - U(Dt - "o - 5 = G2
L2 (DH Ys+1) H i Ys+1 Cs+¢ /2

2.6. Demonstration de la proposition 2.2 et du theoréme 2.3.

2.6.1. Demonstration de la proposition 2.2.

(o= Rgige e} ~o

Soit p, : S Y, - S°Y 1'application definie en 2.4 (i).
*

* ~d
. rpl * p g * _on
La composition H.@iﬁ'—m;¢ HQY —~ H (¢ Y_ est nulle si
m < 2° d'aprés le (i) de 2.5.2 et la définition des €. (voir
1.2.1). Pour nm = 25 , la composition précedente se factorise
a travers RSE*Y d'aprés 1.3 et 1.4.2. On achéve la preuve de

la composition 2.2 par fonctorialité (voir 2.4 (ii)).

2.6.2. Demonstration du theoréme 2.4.

Par fonctorialite (voir 2.4 (ii)) il suffit de prouver le
theoreme 2.3 pour X =(fﬂYS. Dans ce cas le theoréme 2.3

résulte du point (ii) de 2.5.2.
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