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DERIVES DE LA DESTABILISATION,
INVARIANTS DE HOPF D'ORDRE SUPERIEUR,
ET SUITE SPECTRALE D'ADAMS

Jean LANNES et Said ZARATI

0. - INTRODUCTION.

Soient X , Y deux espaces pointés et {X,Y} le group.e des classes d'homo-
topie d'applications stables de X dans Y . Notre propos est de décrire une relation
entre d'une part "1'homomorphisme d'Hurewicz modulo 2"

H: (X,Y}— Hom (H*(QQQSQOY 1 Z/2), H*(X s Z/2))
et d'autre paft la suite spectrale d'Adams en cohomologie modulo 2 .

Cette note se compose de deux parties. La premiere est algébrique, elle doit
beaucoup & des conversations avec W.M. Singer que nous tenons a remercier.

Soient A l'algébre de Steenrod modulo 2 et M un A-module. On dit que
M est instable si Séx = 0 pour tout élément x de M de degré n ettout i >n.
Toute application A-lindaire d'un A-module M vers un A-module instable se factorise
de facon unique a travers un A-module instable noté D(‘M) . Le foncteur D défini sur
la catégorie des A-modules et a valeurs dans celle, notée u, , des A-modules insta-
bles est un foncteur exact a droite dont nous étudions les foncteurs dérivés Ds , s=0.
Nous calculons er.l particulier Ds 4‘31“5 M pour tout A-module instable et tout s =0 .
Notre résultat est un isomorphisme DSE1-SM gl > RS(M) ou R,, 520, estun
foncteur "explicite" de uA dans W, ; le foncteur R1 coi'ncide avec le foncteur R
de  W.M. Singer [14] . Il est & noter que si K est un injectif de u, (resp. de
la catégorie 'u;f des A-modules instal?les de type fini) alors, pour tout A-module M

(resp. A-module de type fini), Exti(M,K) est isomorphe & Hom (DSM,K) .

A



exemples de tels K sont fournis par des duaux convenables de la cohomologie
modulo 2 des spectres de Brown-Gitler, ce qui permet de retrouver certains résul-
tats de Brown et Gitler ([2], L3], [8]). De méme, comme l'a récemment remarqué

H. Miller [10], les travaux de Carlsson [5] montrent que la cohomologie

modulo 2 du groupe Z/2 , notée P , est un injectif de uj;f , Ce qui redonne la

valeur des Ext;’t(z/z,P) pour t-s< 0.

Le lien entre les deux parties de cette note est le suivant : le A-module
RSE*(Y ; Z/2) est un quotient de rI:IJ*(E‘%SY (273 @;SY désignant 1' espace

(E (5;5) + é, (YA...AY), Y2°fois (Ggs est le 2°-2me groupe symétrique).
25

Ainsi, de méme que le foncteur D1 est relié a la construction quadratique, de méme

les foncteurs DS sont reliés a des constructions "hyperquadratiques" .

Dans la deuxieme partie de cette note, nous considérons respectivement les

termes Ei’s et E;’S de la suite spectrale d'Adams, en cohomologie modulo 2 5

pour les groupes {S*X,Y} . En utilisant le fait que ﬁ*(%sY ; Z/2) est un sous

A-module de H*(Q{ ; Z/2) , nous montrons que 1'homomorphisme ¥ induit un

s,S

homomorphisme HOSO : BT I—IomA(RS'I-—V{*(Y i Z/2), HY(x ; Z/2)) . D'autre part,

1'algébre homologique de la premiére partie fournit aussi un homomorphisme

HE; : Ezs’S - HomA(RS?{*(Y : B2, ?{*(X ; Z./2)) ; notre résultat est que lli et
3152 sont compatibles.

Nous donnons deux exemples d'application de notre théorie. Le premier est
la conjecture de Segal pour le groupe Z/2 ([7], [5]). Le second est le résultat
de Brumfiel, Madsen et Milgram sur 1'image réciproque des classes de Kervaire

par 1'application : G = G/TOP [4] .



1. - SUR LES DERIVES DE LA DESTABILISATION.

1.1. Enoncé du probleme.

Soit A 1'algebre de Steenrod modulo 2 . On désigne par M A la catégorie

dont les objets sont les A-modules gradués et dont les morphismes sont les appli-

cations A-linéaires de degré zéro. Pour tout t dans £ , on note Et: m, »Mm

A A
le foncteur qui associe au module M = {M"} ncz le module défini par
by 0t
M =M} - |
i
On dit qu'un A-module M est instable si Sqx =0 pour tout x de M et
tout i tel que i> [x|, |x| désignant le degré de x . On note u, la catégorie

A

des A-modules instables.
L=

Soit M un A-module, on désigne par@), le sous-espace vectoriel de M

R

engendré par les éléments de la forme Sclj x avec i> |x|, x décrivant M . Les
relations d'Adem montrent que B(M) est en fait un sous A-module de M ; on note
D(M) le quotient M/B(M) .

Le A-module D(M) estun A-module instable qui vérifie la propriété univer-
selle suivante : toute application A-linéaire de M vers un A-module instable se
factorise de fagon unique a travers D(M) . On a donc défini un foncteur D , dit de

déstabilisation, de mA vers u

3 Ce foncteur est exact a droite ; on note DS y

s=20, ses foncteurs dérives.
Soient C x une A-résolution libre de M et C % le complexe augmenté

correspondant. La suite exacte de complexes : 0 - B(E*) = E* = D(E*) %+ 0 ol

~J

C s est acyclique donne en homologie les isomorphismes suivants :

DM T H

X (B(E,)), s=1

s=1 * ' =N

Considérons en particulier la bar-résolution de M que nous notons@M)\j
Rappelons que W, (M) est définie de la fagon suivante :
WS(M) = ARI® ...®18 M, I s fois ;

dans cette formule, le produit tensoriel est celui des Z/2-espaces vectoriels et



I désigne l'idéal d'augmentation de A . La structure de A-module de WS(M) est

3 ... @ ®x) = ' ' ;
donnée par a.(aov:@a1 éﬁas X) aao‘wa]w ®aS®x ; le bord

(M) est donné par ds(ao® e ®X) = RN ® azés? i BH 4

¥a,®¥ .. & e ® ! i
+a0®a1a2 a3 X+ +a0~5J 35_1 asx et 1'augmentation d

par d

dg: W (M)~ W 4

0" WO(M) + M
O(ao ® x) = agX -

On a donc : DS(M) = HS_1 Bﬁ*(M) (s=21). Si s=1 etsi M est instable,
1—1-1

OBW*(M). Le A-module I H,BW, (M)

est le A-module R(M) décrit par W.M. Singer dans [14]; nous nous proposons

on a la formule D1(M) = H, Bﬁ*(M) =H

dans ce qui suit d'expliciter D_ =TSy pour tout A-module M instable et tout s =0 .

1.2. Calcul de DS:1‘5M, M instable.

1.2.1. L'application cxs "

Soient M1 et M2 deux A-modules ; on note M1 ® M2 le produit tensoriel

de M1 et M2 sur Z/2 muni de 1'action "diagonale" de A définie i 1'aide de la

formule de Cartan. Si M1 et M2 sont instables, il en est de méme pour M1 ® M2 ;
On note P la cohomologie modulo 2 du groupe Z/2 ; P s'identifie a

Z/2[u] avev |u] =1; P estun A-module instable. Il existe un A-module ,

noté P, caractérisé par les propriétés suivantes : P contient P comme A-

" - j. = 1= & A
module, P/P =2 1Z/Z , Squ e ut L , u L désignant le générateur de P

1
A

1 .
On note y\ggl'élément de Ext (.‘.7-1 Z/2,P) représenté par la suite exacte
0+pPaP-3'Z/2-0.

On note P_ la cohomologie modulo 2 du groupe (Z/2)° ; P, s'identifie &
Z/2 [u1, i ..,uS] avec \u1 D= .= lusl = 1 ou encore au produit tensoriel de A-
modules 2/2[u1] ® ...3 Z/2 [us], P estinstable ; enfin P_ est muni d'une

action A-linéaire du groupe linéaire GLS(Z/z) . Onnote e 1'élément de

Exti (E_SZ/Z,PS) produit tensoriel de s copies de e . On vérifie



LEMME 1.2.1. L'élément e” est invariant sous 1'action de GLS(Z/2) sur

S /«—S
ExtA(u Z/2,PS).

Rappelons qu'étant donné trois A-modules M. , M, et M, , on peut définir

1772 3
un cap-produit

1
D_(M S M) = D (M. ® M

A 1772 5-5' 2 3)

Prenons M1 =3I = Ps et I\/l3 =M, M étant un A-module instable ;

alors, le cap-produit par e” est une application A-linéaire

& MB) & Ext®, (M

1

SZ/2, M

2

DS°M— P &M
s T, s

gue nous notons @l/,'oh simplement Q. s'il n'y a pas de doute quant au choix de M .
o
Notons &i;le sous-A-module de PS formé des éléments invariants sous 1'action

de GLS(Z/Z) ; le lemme 1.2.1 montre que 1'image de ozzl est en fait contenue
dans LS @M.
oM
Notre résultat est que, pour tout A-module instable M , 1'application czs
induit un isomurphisme de DS 21_SM sur un sous-A-module de I (PS ® M) que

nous allons décrire.

1.2.2. Les foncteurs RS .

Pour tout A-module instable M , on définit une application Z/2-linéaire de

M dans P® M en faisant correspondre a tout x de M 1l'élément
n ; i

St1(x) = 'EO " Sq x , n désignant le degré de x . Par récurrence, on définit
1=

une application Z/2-lindaire de M dans P_® M en posant :

. N ; 5
St0 = id et StS = St1oStS_1 51 s=1.

PROPOSITION 1.2.2.1. Soit x un élément de degré n de M, alors ESts(x)

est 1'image par a;"M de 1'élément de DSEI_SM représenté par le (s-1)-cycle :
s=1 25-2n4.1 n+1 = % &
sq® ™lg sg &..®Sq ®ZI °x de B (z'™5M)

5 —1 S-1

< '?", nod [\' 2 b +1\ |
> >q \ - \Sq

N3

l Z(-Sx



COROLLAIRE 1.2.2.2. L'image de St est contenue dans L.eM.

s

DEFINITION 1.2.2.3. Soit M un A-module instable ; on note \RS(M) s 520,

S
le sous—LS—-module de LS & M engendré par StS(M) .

PROPOSITION 1.2.2.3. (i) Soit M un A-module instable, R_(M) est un sous

A-module de LS @ M , en particulier RS(M) est un A-module instable.

(ii) Soit {x} une Z/2-base de M, alors {Sts(x)} est une Ls—base de

RS(M) .

1.2.3. Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat algébrique principal

de cette note.

THEOREME 1.2.3. Soit M un A-module instable, alors, pour tout s =0 )

1'application QEM induit un isomorphisme de DSE1_SM sur ERS(M) ‘

Ce théoreme montre que le foncteur R1 coihcide avec le foncteur R de
W.M. Singer [14] et que les foncteurs RS (s 22) en sont une généralisation

raisonnable.

1.2.4. Remarques sur le calcul des DS (E_t M), M instableet t-s=0 .

Soit M un A-module ; d'aprés la définition des DS , on al'isomorphisme

(voir 1.3.5.1) : o

A
qui montre 1'importance du calcul des DS(E-t M) .

Ext'"(M,Z/2) ~ HomA(DS(E_tM),Z/Z)

Lecas M instable et t-s<-1 est réglé par le théoréme 1.2.3 et la

formule : _ B IS = T w R (M) , Ll SR e —u\es}sl
—_— S 25 S

N

ou :wzs )désigne 1'élément de LS produit de toutes les formes linéaires non nulles
-1

en u,,- f ug Dans ce paragraphe, nous donnons une méthode permettant d'étudier

les DS (E-tM) , M instableet t-s=0,



A tout A-module M (non nécessairement instable), on associe le

A-module
"double de M" noté FM et défini par
e k/2
Mn/2 si n=0(2) " F(Sq x) si k=0(2)
FEM)" = et  Sq(F(x)) =
0 si n=1(2 0 si k=1(2)

On note Sq0 1'application A-lindaire de FM dans M définie par
x| 5
SqO(F(x)) =Sq x etonpose §iM=2 [

_ =
Coker Sqo et Q1M =4 Ker Sqo
([9],0131). On vérifie que si M est instable, il en est de m&me pour QM et

Q1M ; on vérifie également 1'identité D =D ! .

Soient M un A-module et C y une A-résolution libre de M ; on a la suite
exacte courte : Sqo -1
00— FD(C*) —_ D(C*)—-’ L D(Z C*) — 0

En passant en homologie, on obtient la suite exacte naturelle

0— ap (M) — D_(£"'M) — @

C:‘.—j—f‘ b L—E
1

D (M — () S angln
5—1 ) >u_=]1,i"~l'-‘-—

Quand M est instable, cette suite exacte permet d'avoir des renseignements
sur les DS(E-tM) » t-s20; enparticulier si t=s et M toujours instable, on

obtient, compte tenu du résultat du théoréme 1.2.3, la suite exacte

o=S 1-s .
o— RS(M) —t DS(H M) — 9,1 DS_1(Z‘ M) — 0 ;
ce qui montre que RS(M) est un sous-A-module de DS(E_SM) . Enprenant M =2Z/2,
on obtient par récurrence 1'isomorphisme : \DS(E_S Z/2) = L)

(L, =R, Cz))
1.3. Exemples et applications.

[?\.,\nt\ "\‘\ka L\G.o QI— JQ
1.3.1. DZEtZ./Z, t>-1.

L'isomorphisme DzEtZ/z’-“ H1BW*(EtZ/2) montre que DZZtZ/2

s'identifie au quotient Z/® , Z et ® désignant les sous-A-modules de [ & I

(ici 1'actionde A sur I1® I est donnéepar 6.(8'®6") =8 6' ¥ 8") définis ci-

dessous ; Z est constitué des éléments I 6' ® 68" tels que
(i) 8'6"=0 ;



(i) 8' € B(]6"| +1t), B(n) désignant pour tout entier naturel n 1'idéal

~—N

T7'B(Z"A) de A (notationde [15]) .
& quant a lui est le Z/2—sou5-espace engendré par les éléments de la forme :
6'awb" - 0'® ab" avec 6' € B(|la|+ 6" +1).

Soit (a,b) un couple d'entiers naturels avec a < 2b ; on considére la

I"elation d ! Adem : a 2 b - P 2i a+b_i i 5
Sq g+ 1" b=1~-i g 5q = ’
et on pose : a-2i a+b-i i

a b
R(a,b) = Sq & Sq +,?_t.r Cb—-T—i

Si a et b satisfont en outre l'inégalité b<a , alors R(a,b) estun 1-cycle

Sq & Sq

du complexe Bw%(}z” 2./2) et représente donc un élément de D 3"1 Z/2 . Alaide

2
du théoreme 1.2.3, on montre que les classes des R (a,b) , b<a<2b, constituent
une Z/2-base de D2 oul Z/2 et que les classes des R (2k,2k) , k=20, constituert
un A-systéme générateur minimal de D22_1 Z/2 . On vérifie en particulier que
1 k _k gy
1'image par = o, de R(27,2") dans L2 est g +u,
ug +u,

1.3.2. D22—1M, M instable.

Soient M un module instable et x un élément de M ; on vérifie que

R(a+2|x|,b+ lx|)ta<y:“.,-1

oM
2
R(a,b) de L

X, b=a<2b, estun 1-cycle de BW*(EH1M) dont

1'image par T~ &
w1 Otz:z/z
ad 2 2 -
alors les classes des R(a+2|x|,b+ |x|)& 5 , b£a<2b, constituent une

Z/2-base de D25-1M .

dans L, ¥M est le produit de Stz(x) par 1'élément

On en déduit que si {x} estune Z/2-base de M ;

1.3.3. Les relations de Browder.

Quand on étudie 1'invariant de Kervaire de certaines donndes de chirurgie,
n+1 i 2n+2-i
on est amené a considérer les relations I C Sq x Sq =0, nz20,
=1
ol X: A+ A estla conjugaison canonique. En conjugant ces relations par x,

n+1
2n+2-i



n+
on obtient les relations : =z C
i=1

—

2n+2-i i

n+1
Sq XxSq =0,

2n+2-1

s i

qui sont de la forme considérée en 1.3.1 ; on note| b2n le 1-cycle
|

el 2n+2-1 i o T \
b3 . Sq ® X Sq de BW*(E Z/2) . Gréace au théoréme 1.2.3, on

i=1 2n+2-1
montre le résultat suivant que 1'on peut considérer comme un analogue algébrique
du résultat de Brumfiel-Madsen-Milgram concernant 1'image réciproque des classes

de Kervaire par 1'application : G » G/TOP [4] .

PROPQSITION 1.3.3. Laclasse de b2n dans D22—1 Z /2 est non triviale si et

seulement si n+1 est une puissance de 2 ; dans ce cas, cette classe est égale a

celle de la "relation d'Adem" R (n+1,n+1) .

A
S

]

1.3.4. Comparaison entre les groupes Z/2 ®A L, et Tor (/2,272 .

*
Si M est A-module tel que Mrl =0 pour n<0, alors B(M) est contenu
dans IM et on a une application naturelle de D(M) vers Z/2® A M , ou encore
de Z/2® A D(M) vers Z/2® A M. .On en déduit plus généralement que sous {ﬁz_s__
mémes hypoth@ses, il existe une application naturelle &f/ 2%, DSS-SM + TOF;\,*(Z/ 2,M
En particulier, si l'on prend M = ESZ./ 2, on obtient, cofnpte tenu du calcul effectué

e —

en 1.2, une application naturelle : Z/2 ®, L~ Tor? *(2/2,2/2) (de degré -s).
. 2 b

e " " S itgen
On vérifie par inspection : A

PROPOSITION 1.3.4. (i) L'application naturelle : Z/2®, L, = Tor’:‘ (Z/2,Z/2)

*

est un isomorphisme.

(ii) L'application naturelle : Z/2 ®, L, Torg *(Z/ 2,Z/2) est injective
]

et son image est 1'orthogonal du sous-espace de Extf\’*(Z/ 2,Z/2) engendré par

les hihj , avec j2i+2.

Etant donné la relation qui existe entre les applications : Z/2% A LS
A g J S oo oo
= ‘Tar'y *(z/z,z/z) et 1'homomorphisme d'Hurewicz modulo 2: 7 =7 Q S
b

— H‘N_(ﬂoo Sm; Z/2) (dont on va parler dans la deuxiéme partie de cette note), il est



- T~

raisonnable de conjecturer que l'application naturelle : Z/2 B LS + Tor? *(2/2,2./2)
T ’

est nulle pour s=3 .

1.3.5. Calcul des E.xtf\( ,K) lorsque K est injectif dans la catégorie u, .

A

Soient M un A-module et K un A-module instable ; on a l'isomorphisme :
Hom , (M,K) =~ Hom , (D(M),K)
1l en résulte que si K est un injectif de u , on al'isomorphisme :

> (M,K) = Hom, (D_(M),K)

A A( S
De méme‘i‘ si K estun A-module instable tel que le foncteur HomA( ,K) soit

Ext

s ; t . s
exact sur la catégorie uA L des A-modules instables de type fini, alors, pour tout

A-module M de type fini, on a encore 1'isomorphisme : Exti(M,K) THomA(DS(M),K) .

(on dit qu'un A-module M est de type fini si M est un Z./2-espace vectoriel de
dimension finie pour tout n .)

Voici des exemples de tels K .

1.3.5.1. Le A-module Z/2 estun injectif de u, ; en effet, pour tout A-module
instable M, ona HomA(M,Z/Z) e Homz /2(M0,Z/2) ; il en résulte 1'isomorphisme :
S,t ~ v.—t
Ext (M,Z/2) HomA (Ds(u M),Z/2) .

Plus généralement, considérons le foncteur Hn de u y Vers la catégorie

des Z/2-espaces vectoriels défini par :
n
H M) = Hom, (M",2/2) .
Il existe un unique A-module instable noté X(n) vérifiant : I—In(M) =~ Hom A(M,X(n)) 3

Le module X(n) estle n-dual du quotient, noté L(n) , de A par 1'idéal a gauche

i
engendré par les x (Sq) , 2i>n . Par définition, X(n) est injectif dans Uy et

par conséquent,. on a les isomorphismes :

Exti’t(z/z,x(n)) = Hom A(Ds(z-t Z/2), X(n))

~H_ (DS(E-tZ/Z))

s,t

- n
x (L(n),Z/2) est isomorphe & (DS(E 2 Zz/2) ,

Par dualité, on obtient que Ext



= T

-t+n

sous-espace des éléments de degré n de DS (S Z/2) .

Pour t-s<n, on retrouve des résultats de Brown-Gitler ([2],(3],(8]).

1.3.5.2. Le A-module P se décompose en la somme directe Z/2 ¢ E ; P dési-
gnant le sous-A-module de P formé des éléments de degré positif. Dans [5],

G. Carlsson introduit le module X 4= l}ﬁm X(Zq) et montre que P est facteur direct

de X . D'aprés ce qui précede, le foncteur Hom A( ,X,]) est exact sur la catégorie
des A-modules de type fini, ce qui prouve que P et P sont des injectiis de u;f :

Cette observation est due & H. Miller [10]. On a donc 1'isomorphisme :

s,t (
A A

pour tout A-module M de type fini.

Ext.’ (M,P) = Hom DS(E_tM),P)
En prenant M = Z/2 , on obtient les résultats de W.H. Lin [7] .
(i) Si t-s=<-1, Ext;’t(Z/Z,P)zo; en effet :
Hom . (D (=" Z/2),P) = Hom,® (£'5(=512/2)),P) = Hom, (=R (5% 12/2),P);
A s ! AT s ? A s e

et, pour tout A-module M instable, Hom,(ZM,P) =0 puisque les applications

A
2n

n n I il 2n . . .
Sq: P =+ P“ et Sq:(ZM) -+ (ZM) sont respectivement injective et triviale.

(ii) si t=s, Extf\’s(z/z,P) = Hom, (L _,P) . Si s>0, HomA(LS,F;) est
un Z/2-espace vectoriel de dimension deux. Les applications,induites en cohomologie
modulo 2 respectivement par 1'application triviale de Z/2 dans (Z/ 2)S et par une
injection de . Z/2 dans (Z/ 2)S , constituent une base de Hom A(LS,P) i
Enfin, si s=0, Extg" O(Z/z,P) est le Z/2-espace vectoriel engendré

par 1'inclusion de Z/2 dans P .
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2. - INVARIANTS DE HOPF D'ORDRE SUPERIEUR ET SUITE

SPECTRALE D'ADAMS

2.1. Notations.

Soit Y un espace pointé ; onnote QY la limite inductive lim QP sPy
(p est un entier positif, £ et S désignent respectivement les foncteurs espace
de lacets et suspension).

Soit X un CW-complexe ; on appelle groupe des classes d'homotopie
d'applications stables de X dans Y et on note {X,Y} legroupe [X,QY]
(L , ] désigne 1'ensemble des classes d'homotopie d'applications pointées) ;
si X estfini, {X,Y} n'estpas autre chose que la limite inductive lim [SDX,Sp{{] :
Ce qui justifie la terminologie.

Entin, le symbole H (resp. H") désignera la cohomologie (resp. la
cohomologie réduite) modulo 2.

On supposera que, pour tout n=20, le Z /2-espace vectoriel HY est de
dimension finie : c'est le prix & payer quand on préfere la cohomologie 3 1! homologie,

On se propose de décrire la relation qui existe entre d'une part 1' homomor-
phisme naturel noté:lf (ici ¥ est pour Hurewicz) :

{X,Y} — Hom (H*qQy, H¥X) ,

et d'autre part, la suite spectrale d' Adams en cohomologie modulo 2 .

2.2. La cohomologie de l'espace QY .

Soient m 21 un entier et E‘.(s;'m un espace contractile sur lequel le groupe

™~
symétrique &, aeit librement. On note .\ G‘;mY le quotient de 1'espace

\____/
(E@’m)+A(YAYA...AY') » ¥ m fois, par l'action diagonale de Cb\m (si Z est

un espace, Z+ désigne la réunion disjointe de Z et d'un point base).

On note @ QX Q@an la m-éme application de multiplicité, appelée



- 13 -

aussi "James-Hopf invariant'" dans la terminologie anglo-saxonne, que 1'on peut

-

considérer comme une application stable notéTH‘: de QY dans & Y (6], [11],

(121, [16], [1]).

On a donc une application naturelle :
& r: & HEGY — HQY
m=20 ™ m=0

(on convient que SOY = SO et que rr est 1'unité de I-I*QY).

0

Si Y est connexe, cette application est un isomorphisme; dans le cas général,
cette application est encore injective et son image peut étre décrite de la fagon

suivante. Les composantes connexes de QY , qui sont indexées par le groupe

%Y , ont toutes le méme type d'homotopie et on a un isomorphisme :
’ ko) 4" OF
H™QY = (H'QuY) )

w

*
QOY désignant la composante connexe du point base de QY . L'imagede @ r
m=0
s'identifie a la limite inductive
L LR
lim (H QOY)

52-6

2.3. Constructions hyperquadratiqgues et foncteurs RS .

Le lien entre les parties 1 et 2 de cette note est le suivant. Une bijection

entre (Z/2)° et {1,2,...,2°} détermine une "diagonale de Steenrod"
Qi;‘ : (B(Z/2)%), ANY — G Y

(B(Z/2)° est un classifiant pour le groupe (Z/ 2)®) dont la classe d'homotopie ne
dépend pas du choix de cette bijection.

On vérifie que 1l'image de A: : E*GZ‘SY -+ (H*(Z/Z)S) % H Y est le sous-
espace Rsﬁ*Y défini en 1.2.2. En particulier, si y est une classe de E*Y et
Tzsy la 2°-&me puissance externe de Steenrod appartenént a g*@és Y ([15]),

alors A:rzsy est 1'élément que 1'on a noté Sts(y) :



s | o
Le théoreme 1.2.3 donne donc une relation entre d'une part les foncteurs
dérivés DS de la déstabilisation et d'autre part les constructions "hyperquadratiques"

G Y.
25

2.4. Invarianis de Hopf '"au niveau Em Wy

Soit {X,Y} = FO::F‘1 5 ...2F°> ... lafiltration d' Adams de {X,Y}

relative a la cohomologie modulo 2.

PROPOSITION 2.4. Soit f un élément de {X,Y} de filtration 2 s que l'on

identifie a un élément f de [X,QY]. On considére la composition

* ¥
s F ~o 4
H*(:?I’nY iy, FQN ey By
(i) Si m< 2%, cette composition est nulle. H* [,-23 ¥
(ii) Si m= 2%, elle se factorise 2 travers Rsﬁ*Y : (me\m(»), dred :L/

l-( }:!“/
Il résulte de cette proposition que 1'application ¥ induit, pour tout s = o,

. HS . S5+1
une application : L F /Rt —— HomA(RSH Y,H' X)

(1a, .Eifo est pour Hopf).

2.5. Invariants de Hopf "au niveau E2 "

D'autre part, 1'algébre homologique fournit une application :
/_.é\_ S ~-STe¥ ol e 2
@. E‘.xtA(E H Y,H X) = HomA(RSH Y,H" X)
qui est la composition des applications suivantes :

- 1'application : Extj (S™°H"y,H*x) — Hom, (D_Z™H"Y,H*X) adjointe

du cap-produit considéré en 1.2.1 (avec s=s'et M, =Z/2) :

3
- 1'application : Hom, (DSE-Sﬁ*Y,ﬁ*X) —_ HomA(Rsﬁ*Y,ﬁ*X) induite par

I'inclusion de RH"Y dans D_Z™*H*Y (voir 1.2.4).
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S
>
(E75H"Y,H'X) et FS/F

2.6. Compatibilité des applications ﬁi et H

S
A

de la suite spectrale d'Adams pour les groupes {S*X,Y}

S+1

Les groupes Ext sont respectivement les

termes Eg,s et Ei’s

relative a la cohomologie modulo 2. Notre résultat est le suivant.

THEOREME 2.6. Pour tout s, les applications ﬁ; et Jii sont compatibles. Plus
précisément, soit ZS’S l'image réciproque de E.i’s dans E;’S (Z;’ S est contenu

- ok -
dans le sous-espace, noté 22’ , des cycles permanents et coihcide avec celui-ci

si la suite spectrale d'Adams est convergente) ; alors, le diagramme suivant est

commutatif :
—_— ES S
(= =]

7N

8

HomA(R’S H Y,H X)

20 Exemgles :

2.7.1. La conjecture de Segal pour le groupe Z/2 .
0

Onprend X = lR’Pr et Y=S On note J 1'idéal de 1'augmentation modulo 2

de 1'anneau de Burnside du groupe Z/2 . S
H
On vérifie que la composition JS/JSH—-P Ei’s —=— Hom A(Ls’P) est un

S+1

isomorphisme, ce qui montre que JS/J est facteur direct dans E‘.i’s ‘

D'autre part, comme onl'avuen 1.3.5.2, ¥ estun isomorphisme ; on

2
déduit alors du théoréme 2.6 que les cing groupes E;’S , Ei’s , Zg,s , -ig’s

et JS/JSJ"1 coincident et que 1'application Bii est aussi un isomorphisme. L'isomor-

s+1e_uEs,s
[~ +]

hisme J°/J implique la conjecture de Segal pour le groupe Z/2 ([7]1(5])
P



- 16 -

2.7.2 L'image réciproque des classes de Kervaire par 1'application G » G/TOP .

On prend cette fois-ci pour X la réunion d'une variété différentiable fermée
de dimension 2n et d'un point base, et SO pour Y .
On retrouve a 1'aide de la théorie esquissée ci-dessus et de la proposition 1.3.3.

le résultat suivant dfi & G. Brumfiel, I. Madsen et R.J. Milgram [4] .

THEOREME 2.7.2. L'image réciprogue de la classe de Kervaire k2n par 1'appli-

cation G+ G/TOP est non nulle si et seulement si n+1 est une puissance de 2 .
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