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El6sz6

Jelen diplomamunka az azonos cimii OTDK I. dijas palyamunka [21] b&vi-
tett és atdolgozott valtozata. A dolgozat f6 eredménye M. Volkovval és S.
Pleschevaval késziilg kozos cikkben fog megjelenni.

ElsGsorban készonetet szeretnék mondani témavezetémnek, Szab6é Csabanak,
aki gy a problémak felvetésében, mint a megoldasukban komoly segitséget
nytujtott. Koszonet illeti tovibba Friedl Katalint, a Budapesti Mtiszaki Egye-
tem oktatojat, aki a bonyolultsagelméleti rész megirdsat tanacsaival és érté-
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Sandor és Vértesi Robert segitségét a dolgozat jelen forméajanak kialakitasa-
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1. fejezet

Bevezetés

A szamitogépek egyre nagyobb térhoditasa tapasztalhaté az algebrai kér-
dések bonyolultsaganak elemzésében. Azt gondolhatnank, hogy egy adott
algebrai strukturara vonatkozo allitas ellendrzése mindossze egy alkalmas
program megirasanak kérdése. Egy ilyen programmnak azonban nemcsak a
szamitogépek képességei, hanem a matematikai logika is hatart szab. Az
egyik legtobbet vizsgalt kérdés a szoprobléma: a feladat annak eldontése,
hogy két adott kifejezés megegyezik-e tetszéleges behelyettesités mellett.

2002-ig nem volt ismert olyan félcsoport, amelyre a szoprobléma coNP-teljes
lenne. Végiil Volkov (2002) mutatott egy koriilbeliil 217 elemszamu félcso-
portot, amelyre a feladat coNP-teljes. Nem sokkal késébb Kisielewicz (2002)
konstrualt egy néhany ezer elemii példat. Szabo Csabéaval (2003) megadtunk
egy 13 elemi félcsoportot, amelyre a probléma coNP-teljes. A legkisebb
elemszamu példa Klima (2003) eredménye: az tgynevezett Brandt-monoid,
amely hatelemi. A 0-egyszerd félcsoportok olyan épitékovei a félcsoportok-
nak, mint a csoportok korében az egyszerti csoportok. Mindkét esetben a
struktira f6 faktorairél van sz6. Igy remélhets, hogy azon 0O-egyszerd fél-
csoportok karakterizaldsa, amelyekre a szoprobléma polinomiélis, segithet a
félcsoportok altalanos karakterizaldsaban is.

Az eddigiekben a 0-egyszert félcsoportok koziil csak olyanokra voltak ered-
mények, amelyek struktiracsoportjara a széprobléma coNP-teljes, és ebbdl
automatikusan adoédott az eredeti félcsoportra is a coNP-teljesség; illetve
a kombinatorikus 0-egyszerti félcsoportokra, amelyekre a probléma polino-
mialis (Seif, Szabé 2000). A dolgozatban belatom Volkov (2001) sejtését,
amely szerint egy konkrét 19 elemid 0-egyszeri félcsoportra a széprobléma
coNP-teljes. Ez a legkisebb olyan példa, amelynek struktiiracsoportjara po-
linomialis a szoprobléma, de magara a félcsoportra mégis coNP-teljes.



2. fejezet

El6zmények, alapfogalmak

Mivel a szoprobléma bonyolultsdgelméleti vizsgalata a szamitastudomany és
az algebra hatarteriiletén van, ezért mindkét témakorben le kell rogziteni a
jeloléseket, definialni kell az alapfogalmakat. Ennek a fejezetnek ez az egyik {6
célja. Ugyanakkor betekintést szeretnénk adni a széproblémaéval kapcsolatos
eddigi eredményekbe is.

2.1. Szamitasi bonyolultsag

A dolgozatban nem célunk a bonyolultsigelmélet egzakt felépitése, inkabb
csak a sziikséges fogalmak felelevenitése. A témat kimeritGen targyalja a
szakirodalom [14, 16]. A szamitasi bonyolultsdg a szamitastudomany azon
teriilete, amely annak okat kutatja, hogy egyes problémékat miért olyan ne-
héz szamitogéppel megoldani. Ezen nehézség mértéke alapjan az eldontési
problémék, vagy mas néven nyelvek, bonyolultsagi osztalyokba sorolhatoak.
Most csak azon bonyolultsagi osztalyokat fogjuk attekinteni, melyekre a ké-
sGbbiekben sziikségiink lesz, ilyen a P, NP, coNP nyelvosztilyok és az NP-
teljes, coNP-teljes nyelvek. Azt mondjuk, hogy egy algoritmus polinomialis,
ha futésideje a bemenet méretének egy polinomjaval becsiilhets!. Eldén-
tend§ kérdések egy halmaza P-ben van, ha van egy minden bemenetre po-
linomidében valaszold algoritmus. Ilyen példaul az 0SZTO nyelv, mely az
a és b bemenetekrsl azt kérdezi, hogy a osztéja-e b-nek. A kérdésekre pl.
az Euklideszi algoritmus polinomidében valaszt ad. Eldéntend6 kérdések-
b6l all6 halmazt NP-belinek neveziink, ha az igen valasz egy polinomid&ben
ellendrizhets tantival bizonyithat6 (ez az osztéaly épp abban kiilonbozik a P-
t6l, hogy ebben az esetben a tantit nem az algoritmus szolgaltatja, hanem

!'Nem tériink ki ra, hogy pontosan mit is neveziink algoritmusnak, és milyen egységek-
ben mérjiik a tarat, illetve az idét.
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adottnak vessziik, pl. egy ordkulum sigja). NP-beli példaul az OSSZETETT
nyelv, amely sordn egy bemenetként kapott a szamroél kell eldonteni, hogy
Osszetett-e. Hiszen ha a valasz igen, akkor taniként megadhatjuk egy oszto-
jat, amelyrdl az el6bbiek szerint polinomidében ellenérizhetd, hogy valoéban
osztd. Hasonlban, egy nyelv coNP-ben van, ha a nem valasz bizonyithato
polinomialis tantival. Ilyen példaul a PRIM ? nyelv, melynél egy bemenetként
kapott a szamrol azt kell eldonteni, hogy prim-e. Altalaban véve, ha egy A
nyelv NP-beli, akkor az A nyelv, amely azt kérdezi egy bementrsl, hogy
nem teljesiil-e A, coNP-beli. Azt mondjuk, hogy egy A nyelv polinomiélisan
redukalhaté B nyelvre (A <p B), ha A minden bemenetéhez polinomidében
adhaté B-nek egy olyan bemenete, amelyre B pontosan akkor igaz, ha A igaz
volt az eredeti problémara. A és B polinomialisan ekvivalens (A =p B), ha
B <p A és A <p B. Egy nyelv NP-teljes, ha minden NP-beli nyelv redukal-
hat6 r& polinomialisan. Tehat valamilyen értelemben az NP-teljes nyelvek a
legnehezebbek az NP-beli nyelvek koziil. A coNP-teljes nyelvosztaly hason-
l6an definidlhat6. Jol ismert NP-teljes problémak: a SAT, mely egy beme-
netként kapott konjunktiv normalforméaban adott Boole-formularol kérdezi,
hogy kielégithetG-e; A 3SAT, mely a SAT megszoritdsa az olyan konjunktiv
normélformaban adott Boole-formulékra, melyekben minden kl6z pontosan
harom literalt tartalmaz; Valamint az r-COLOR (r > 3), melynél egy beme-
netként kapott grafrol kell eldonteni, hogy szinezhetG-e r szinnel.

A bonyolultsagelmélet egyik legtobbet vizsgalt probléméaja az tgynevezett
reldcichomomorfizmus-probléma (Constraint Satisfaction Problem, csp). Egy
B = (S, o) relacios struktira az S alaphalmazbdl, és egy az S-en adott r-
valtozos, o C S, relaciobol all. csp(B) egy adott B = (S, o), relaciosstrukti-
rara a kovetkezG: minden bemenetként kapott A = (7', v) ugyanolyan tipusi
relacios strukturardl el kell donteni, hogy van-e relaciotarté T — S leképe-
zés? A probléma nyilvanvaléan NP-beli. A CSP legismertebb esetei a SAT,
a grafhomomorfizmus-probléma és a szinezettgrafhomomorfizmus-probléma.
Ugyanakkor, mint azt Feder és Vardi [5] belatta minden CSP redukéalhato
a egy paros graf szinezettgrathomomorfizmus-problémajara is. A kutatasok
mai {6 célja dichotomia tételek bizonyitasa altalanos esetben. Sokan azt gon-
doljék, hogy ha van bonyolultsagi osztily P és NP kozott, akkor van ilyen
bonyolultsagii CSP probléma is.

2A kozelmultban a PRIM nyelvrél megmutatték [1], hogy valojaban P-beli is.
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2.2. Grafok

A klasszikus grafelméleti fogalmakon kiviil, mint a grdf, pdros grdf, csics
(pont), €l, tobbszoros €l, hurokél, eqyszerid grdf, pont foka, részgrdf, it, séta,
ciklus, kor, dsszefiiggd grdf, dsszefiiggdségi komponens, szinezés, sziikségiink
lesz néhéany kevésbé ismert grafelméleti fogalomrais. A G(A, B, E) paros graf
szomszédsdgi mdtriza egy olyan |A| x |B|-es 0-1 méatrix, melynek az M (a,b)
eleme 1, ha a megfelel6 a« € A és b € B csicsok kozott él fut G-ben, és 0
egyébként. Két azonos csticshalmazia, G(V, F) és H(V, F), esetleg t6bbszoros
éleket tartalmazo graf unidja: (Gl H)(V, EH F), tehat csicshalmaza meg-
egyezik G illetve H csticshalmazaval, az élhalmaz az élhalmazok unidja, és
egy adott e € F | F' él multiplicitasa a két grafbeli multiplicitasanak 6sszege.
A G(V,E) és H(W, F) grafok kozotti (grdf Jhomomorfizmus a csicshalma-
zok olyan ¢ : V. — W leképezése, mely élet élbe visz, azaz (u,v) € E-b6l
kovetkezik (p(u),p(v)) € F. Ha H részgrafja G-nek, és a ¢ : G — H graf-
homomorfizmus fixalja H-t (¢|g = id), akkor ¢ G-nek H-ra valo retrakicidja.

Rogzitsiink egy H (W, F) grafot. A H-ra vonatkozo grdfhomomorfizmus-
probléma, HOM(H) soran egy bemenetként kapott G(V, E) grafrol azt kell
eldonteni, hogy van-e G-nek H-ba mené homomorfizmusa. Természetesen
ez a probléma NP-beli. Ha H tartalmaz hurokélet, akkor mindig létezik
ilyen homomorfizmus. Ugyanakkor altalaban a kérdés nehezen megvalaszol-
hato, hiszen példaul ha H = K, az r csiucsu teljes graf, akkor ez épp G r-
szinezhetdségének kérdése, ami NP-teljes (r > 3). Hurokélet nem tartalmazo
grafokra Hell és Neset¥il |8| bebizonyitotta, hogy ha a graf paros, akkor HOM
P-beli, nem parosokra pedig NP-teljes. A H-ra vonatkozo retrakcids prob-
léma, RET(H) esétben az a kérdés, hogy egy bemenetként kapott GG, H-val
izomorf H' részgrafot tartalmazé grafnak létezik-e retrakcidja H'-re. Biiki és
Szabo 2] altal bizonyitottak szerint, ha J,, az n x n-es csupa 1-esbél 4116 méat-
rix, I, pedig n xXn-es egységmatrix, akkor, ha H szomszédsagi matrixa J,—1I,,,
akkor RET(H) NP-teljes. Tehat példaul a hatszogre NP-teljes a probléma.
A szinezettgrifhomomorfizmus-probléma, OAL(H) annak eldontése, hogy egy
bemenetként kapott G(V, E) grafhoz és f : V. — W részleges leképezéshez
talalhato-e olyan ¢ : G — H homomorfizmus, mely f-nek kiterjesztése, azaz
|y = f. Azon G-beli csicsokat, amelyekre f meg van adva, nevezziik szine-
zettnek. Ez a kérdéskor magaban foglalja a HOM(H ) és RET(H ) problémakat
is, igy legalabb olyan bonyolult. Feder, Hell és Huang belattak [6], hogy min-
den hurokélet nem tartalmazé nem paros grafra OAL NP-teljes. Paros grafok
esetében csak a legalabb 6 hosszt paros hosszi kérokre, azaz példaul a hat-
szogre sikeriilt NP-teljességet bizonyitaniuk. Feder és Vardi [5] belatta, hogy
a CSP redukalhato6 a paros grafok szinezettgrafhomomorfizmus-problémajara.
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A dolgozat folyaman sziikségiink lesz még egy H-ra vonatkoz6 eldontendd
kérdésre, ehhez definidljuk a pdros homomorfizmus fogalmat: egy G — H
homomorfizmus péros, ha az 0sszes f € F él inverzképének elmeszama paros,
azaz o '(f) = 0 (mod2). Az tugynevezett pdroshomomorfizmus-probléma,
2HOM(H), soran egy bementként kapott G grafrol kell eldonteni, hogy min-
den ¢ : G — H homomorfizmusra paros-e. Mint azt majd a 31. tételben
belatjuk ez a probléma coNP-teljes a hatszogre.

2.3. A szboprobléma

Az algebra napjainkban egyre szélesebb korben vizsgélt teriilete az algeb-
rai bonyolultsdgelmélet, amely az algebra targykorében felmeriils kérdések
megoldasara adhaté algoritmusok nehézségének mértékével foglalkozik. Ide
tartozik a szdprobléma is, amely egy effektiv modon (pl. a Cayley-tablajaval)
adott A algebra f6lott azt a kérdést vizsgélja, hogy teljesiil-e két tetszéleges
kifejezésre (u és v), hogy minden behelyettesitésre egyenld értéket vesznek
fel, azaz, hogy u = v azonossag-e A-ban. A szoprobléménak tébb véltozata
fogalmazhat6 meg aszerint, hogy milyen fajta kifejezéseket engediink meg be-
menetként (mi lehet u és v). Egy adott algebra felett egy kifejezést termnek
neveziink, ha az adott algebra feletti alapmiiveletkbél, és valtozokbol &ll,
formélisan a tipushoz tartozo kifejezésalgebra elemeirél van sz6. Példaul fél-
csoportok esetében egy term xyxs---x,, alakia. Egy kifejezés polinom, ha
algebrabeli konstansok is szerepelhetnek benne. Igy a két — univerzalis al-
gebrai szempontbo6l — legfontosabb valtozat a term-ekvivalenciaprobléma
(TERM-EQ) és a polinom-ekvivalenciaprobléma (POL-EQ), amikor tehat a
bemenetként kapott kifejezések termek illetve polinomok. Amennyiben a 0
benne van az algebraban, értelmezhetek a TERM =0 és a POL = 0 prob-
lémakorok is, amelyek soran egy bemenetként kapott ¢ termrdl, illetve p
polinomroél kell eldénteni, hogy azonosan 0-e? A POL =0 a POL-EQ egy
megszoritasa, és ha a 0 konstans A-ban, akkor a TERM = (0 a TERM-EQ meg-
szoritdsa. Az egyenletmegoldhatdsdgi probléma, POL-SAT, TERM-SAT pedig
az el6z6ekhez hasonl6an azt kérdezi, hogy az u = v egyenletnek van-e meg-
oldasa. Véges struktirdkra mindkét problématipus behelyettesitéssel eldont-
hets, ezért ilyenkor a feladat bonyolultsiga a kérdés. Mivel minden term
egyben polinom is, ezért a TERM-EQ (TERM-SAT) mindig legfeljebb olyan
nehezen eldonthets, mint a POL-EQ (POL-SAT). A széprobléma valtozatai
természetesen coNP-ben vannak, hiszen ha a két kifejezés nem egyenls, ak-
kor ennek egy gyorsan ellendrizhet§ bizonyitéka az a behelyettesités, amelyre
a kifejezések kiilonboz§ értékeket vesznek fel. Hasonléan lathato, hogy az
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egyenletmegoldhatosagi probléma NP-beli. Az eddigieket 0sszfoglalva:
1. allitas. Tetszdleges A algebrdra
1. TERM-EQ(A) =<p POL-EQ(A);
2. TERM-SAT(A) <p POL-SAT(A);
3. Ha 0 € A, akkor POL = 0(A) <p POL-EQ(A);
4. Ha pedig 0 konstans is A-ban, akkor TERM = 0(A) <p TERM-EQ(A).

Adott struktaratipusoknal altalaban a dichotomia bizonyitasa a cél, azaz,
hogy a szoprobléma (egyenletmegoldhatosagi probléma) a struktirak egy ré-
szére P-beli, a tobbire coNP-teljes (NP-teljes). A tovabbiakban a széproblé-
maéval kapcsolatos eddigi eredményeket foglaljuk 6ssze. Minden a tovabbiak-
ban szerpl§ struktira végesnek tekintendd.

2.3.1. Gyftrik

Régota ismert [11], hogy kommutativ gytriikre a sz6probléma P-beli, ha a
gytrd nilpotens, és coNP-teljes egyébként. Burris és Lawrence [3]| belatta,
hogy ugyanez igaz a gytrtkre altaldban is: a TERM-EQ P-beli, ha a gytrd
nilpotens, és coNP-teljes egyébként. Igy persze nem nilpotens gytrikre a
POL-EQ is coNP-teljes, nilpotens gytiriik esetében pedig a [3]-beli algorit-
mus még a POL-EQ-ra is polinomialis lefutasti. Azaz gyiiriik esetében a
két szoprobléma azonos bonyolultsagi. Ez az Osszefiiggés nem minden al-
gebrai struktarara igaz: kombinatorikus teljesen 0-egyszeri félcsoportokra
a TERM-EQ probléma mindig P-beli, azonban van olyan kombinatorikus 0-
egyszerd félcsoport, amelyre a POL-EQ coNP-teljes, erre konstrualunk példat
a 3.1.1. illetve a 3.2.2. fejezetekben.

A 2-elemii gyfirtire, Zy-re a TERM-EQ coNP-teljessége a 3SAT NP-teljességé-
nek egyszert kovetkezménye. Azonban a visszavezetés soran Osszegek magas
hatvanyait hasznaljak, melyeket monomok Gsszegeként kifejtve mar nem po-
linomidlis visszavezetést kapnank. Ezért Willard definidlta a széproblémé-
nak egy masik valtozatat, az tgynevezett s-verziét (TERMy-EQ, POLy-EQ)
amikor a két megadott sz6 csak monomok 6sszege lehet. Ez a mod természe-
tesebb, hiszen példaul — a klasszikus algebraban — a polinomokat is ilyen
formé&ban szoktuk megadni. A kérdés ebben az esetben is a szokasos, csak bi-
zonyos szavak kifejtve lényegesen hosszabbak lehetnek, igy a bemend adatok
mérete valtozik. Ha egy gyftiriire az eredeti szoprobléma P-beli, akkor nyilvan
polinomialis a p-verzidja is. Willard és Lawrence [13| igazoltak, hogy ha a
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Jacobson-radikal szerinti faktor kommutativ, akkor a TERMy-EQ P-beli; azon
M, (F,) matrixgytrikre pedig coNP-teljes, amelyekre az invertalhaté elemek
csoportja nem feloldhaté. Ezzel megoldottak az n > 3 illetve ¢ > 4 eseteket.
Az eddig még megoldatlan esetekre, az My(Zy) és az My(Zs3) matrixgyti-
riikre a [20] és a [19] cikkekben témavezetGmmel belattuk, hogy a probléma
ekkor is coNP-teljes, tehat TERMy-EQ coNP-teljes a nemkommutativ teljes
matrixgytrikre, és persze polinomidlis a kommutativokra. Valojaban ennél
erGsebb allitast sikeriilt igazolni; azt, hogy a fenti matrixgytrik multiplikativ
félcsoportjaban is coNP-teljes a szoprobléma. Ez az addig ismerteknél nagy-
sagrendileg kisebb példat adott olyan félcsoportra, amelyben a széprobléma
coNP-teljes. Egy TDK dolgozatomban [22] belatom, hogy a nemkommu-
tativ matrixgytriknek mar a multiplikativ félcsoportjaban is coNP-teljes a
probléma. Ezen eredmény felhasznaldsaval bizonyithato véges gytriikre a
dichotémia: a TERMy-EQ bonyolultsdga is csak a Jacobson-radikal szerinti
faktortol fiigg: P-beli, ha a faktor kommutativ, és coNP-teljes egyébként.

2.3.2. Csoportok

Csoportokra a kérdés korant sincs megoldva. Tudjuk, hogy nemfeloldhatd
csoportra a TERM-EQ coNP-teljes és hogy nilpotens csoportokra P-beli [7].
Itt ugyanis, ha van ,ellenpélda”, akkor van korlatos elemszami is. A nem nil-
potens, de feloldhato csoportokra nincsenek altalanos eredmények, a kérdés
még S,-re is nyitott. Horvath Gabor [9] egy TDK dolgozatiaban megmutatta,
hogy bizonyos metaciklikus csoportokra a TERM-EQ coNP-teljes.

2.3.3. Félcsoportok

2001-ben Szabo és Seif [17] megmutattdk, hogy minden CSP-hez van egy
olyan S 0-egyszerii félcsoport hogy az adott CSP polinomialisan ekvivalens
POL-SAT(S)-sel. Ett6] kezdve mindkét szoprobléma gyors karriert futott be.
El6szor Popov és Volkov [15] mutattak egy olyan (217 elemii) félcsoportot,
amelyre a TERM-EQ coNP teljes, majd ugyanebben az évben Kisieliewicz
mutatott egy parezer elemszamu példat ugyanerre. Szab6 Csabéaval [20, 19|
igazoltuk, hogy TERM-EQ(M>(Zy)) és TERM-EQ(M>(Zs)) coNP-teljes, és en-
nek kapcsan mutattunk egy 13 elemi példat is. Ezutan elkezd&dtek a szisz-
tematikus kutatasok. Klima [12] illetve Szabo és Seif [18] igazoltak, hogy a
legkisebb elemszamu ilyen félcsoport a hatelem Brandt monoid. Szabd és
Seif [18] pedig megmutattak, hogy kombinatorikus 0-egyszerii félcsoportokra
a TERM-EQ mindig P-beli. Nagy kérdés volt, hogy teljesiil-e ez minden olyan
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0-egyszert félcsoportra, amely alapcsoportja feloldhato. Erre a kérdésre ke-
resem a valaszt a dolgozat 3.3. fejezetében.

2.3.4. Egy ujabb sz6probléma

Pawel Idziak és Szab6 Csaba 1j szemszogbdl vizsgaltdk a szoprobléma val-
tozatait, arra keresték a valaszt, hogy mi torténik akkor, ha megengedjiik
végessok miivelet hozzéavételét a tipushoz (pl. csoport estén a kommuté-
tort). Ez az ugynevezett *- (csillag-) problémakor. Az 0j miiveletek, mi-
velettablai az el6készités sordn kiszamithatoak, majd késGbb bemenetként
elfogadhatoak az ezen miiveletekkel alkotott kifejezések is. A probléma bo-
nyolultsagat ez jelentGsen megvaltoztathatja. Idziak és Szabdé megvizsgaltak
a POL-SAT probléma bonyolultsagat kongruenciamodularis-varietasokra. A
primhatvany-rendii algebrak direkt osszegeként nem el6allo kettes tipusi nil-
potens algebrak kivetélével sikeriilt dichotomiat bizonyitaniuk.

2.4. 0-egyszeri félcsoportok

Ebben a fejezetben egy rovid leirast adunk a teljesen 0-egyszeri- illetve
Rees-mdtriz félcsoportokrol, alapvetd tulajdonsiagaikrol, bemutatva kozben
tovabbi vizsgalataink f6 targyat, Mig-et. Bizonyos alapvetd félcsoportelmé-
leti fogalmakat eleve ismertnek feltételeziink, ezek és a fejezetben targyalt
egyéb fogalmak illetve allitasok megtalalhatoak a szakirodalomban [4, 10].
Adott egy G csoport, és egy M matrix, melynek elemei a G U {0} halmaz-
b6l keriilnek ki, és minden sora illetve oszlopa legalabb egy nemnulla elemet
tartalmaz. Jelolje A az M maétrix oszlopainak, [ a sorainak indexhalma-
zat. Az M métrixhoz tartozé G struktaracsoporti Rees-matrix félcsoport,
M(I, A\, G; M) alaphalmaza I x G x AU{0}. A 0 elnyels elemként viselkedik:
0(i,9,\) = (1,9,A)0 = 0. A nemnulla elemek szorzasat az alabbi képlettel
definialjuk:

: : _J G gM(A,j)h,p) ha M(A,j) € G,
(2797 /\)(jv ha lu) - { O egyébként

Ellenérizhets, hogy a fent definialt szorzas asszociativ, igy M(I, A, G; M)
valéban félcsoport. A félcsoport elemeire az (i, g, A) jelolés helyett gyakran
az (i, \) jelolést hasznéaljuk, amennyiben a csoportelem nem lényeges. Jeldlje
w7, Ta, ™A @ nemnulla elemek els6-, mésodik illetve harmadik korrdinatajara
valo vetitést. Egy adott Rees-matrix félcsoportot tobb kiilonb6z6 matrixszal
is lehet reprezentalni, errél szol az alabbi lemma:
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2. lemma. Legyen M(I,A\,G; M) egy Rees-mdtriz félcsoport, ekkor:

1. Az M mdtriz két oszlopdt illetve sordt felcserélve izomorf Rees-mdtrix
félcsoportot kapunk;

2. Az M mdtriz eqy oszlopdt illetve sordt eqy csoportelemmel megszorozva
1zomorf Rees-mdtriz félcsoportot kapunk.

A Rees-matrix félcsoportnal a szorzas egyszertien kiszamolhaté mivelet:
amennyiben az eredmény nem 0, csak az els6 és az utolso tényezsktdl fiigg
az értéke. A kovetkezd lemma ezt az Osszefiiggést hivatott formalizalni:

3. lemma. Legyen M(I,A\,G; M) egy Rees-mdtriz félcsoport, b = (i, \), d =
<.j7 ,M>, C1 = (i17g17 )\1>7 Cy = (i27g27 )\2)7 <oy Cp = (inugna An) € M([7 A7 G7 M);
ekkor:

1. b-d = 0 pontosan akkor, ha M(\,j) =0;

2. cic9 -+ ¢, = 0 pontosan akkor, ha taldlhatd olyan k € {2,3,...n} index,
melyre cp_1c, = 0;

3. Ha cico---c, #0, akkor cica--- ¢, = (mr(c1), ma(cn)) = (i1, An)-

A Rees-matrix félcsoportok definicioja az alabbi, egyszerii példan szemléltet-
hets, amely egyben ezen dolgozat targya is:

4. példa. Legyen G = Zy = (a), és legyen:

0
P=1a
1

_ o =
O ==

Fkkor A = 1 ={1,2,3}. Legyen Mg = M(I,\,Zy; P). Myg-ben a szorzds
a kivetkezdképpen mikodik: (1,a,1)(2,1,1) = (1,1,1), hiszen P(1,2) = a, és
mivel P(2,2) =0, (1,2)(2,1) = 0. Altalaban Mg-ben az (i, \)(j, u) szorzat,
akkor és csak akkor 0, ha \ = j.

Van egy jol ismert, klasszikus példa is Rees-matrix félcsoportokra: L, (F),
a legfeljebb 1 rangt n x n-es matrixok multiplikativ félcsoportja az F véges
test felett.

5. tétel. L,(F) Rees-mdtriz félcsoport.
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Bar a bizonyitas ismert, és nem is nehéz, a teljesség kedvéért alljon itt.
Bizonyitds: Legyen V = F", legyenek {l;, = (v;) : i € I}, V egydimenzits
alterei, azaz |I| = U|F]F|T:11. Legyen tovabba I = A. Definialjuk az M |A| x|I|-es
métrixot F* U {0} felett a kovetkez6képpen: M(A,i) = v]v;. Minden A 1
rangii matrix diad, igy egyértelmien irhato fel A = av;v] alakban, ahol a €
F*iel, A€ A Az A= avvl — (i,a,\) ésa0 — 0 leképezés izomorfizmust
letesit L, (F) és az M(I, A, F*; M) Rees-matrix félcsoport kozott. O
A Rees-matrix félcsoportoknak van egy kevésbé formalis targyalasmodja is,
az ugynevezett szendvicsmatrixos reprezentacio. Ekkor M(I, A, G; M) ele-
mei a legfeljebb 1 nemnulla elemet tartalmazé |I| x |A]-es matrixok, szorza-
sukat pedig a szokasos matrixszorzasbol 6roklik az M, mint szendvicsmatrix
beiktataséval. Pontosabban:

AoB=AMB

A dimenziokat Osszehasonlitva régton latszik, hogy a szorzéas értelmes. A o
miivelet asszociativitasa a méatrixok szorzasanak asszociativitasabol azonnal
kovetkezik. A két definici6 valoban ugyanaz: a 0 méatrixnak feleljen meg
a 0, egyébként egy A # 0-nak pontosan egy eleme nemnulla, legyen pl. az
i-edik sor \-adik eleme g, feleltessiik meg ekkor A-nak az (i, g, \) félcsoport-
elemet. Ez tényleg izomorfizmust ad. Az el6bbi példa a szendvicsmatrixos
terminol6gidban:

6. példa.
a 0 0 000 a 0 0 011 000 100
0 0 OJof1 O O]J=1(0 00 a 0 1 10 0)=1(1000
0 00 000 000 110 0 00 000

A kombinatorikus teljesen 0-eqyszerd félcsoportok olyan Rees-méatrix félcso-
portok, melyeknek struktiracsoportja trividlis. Tehat egy adott M, csupa
0 sort illetve oszlopot nem tartalmaz6 |A| x |I|-as 0-1 métrixhoz tartozo
Sy = M(I, A, 1; M) kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoport alaphal-
maza:

I xAU{0} ={(i,\):ie I, e A} U{0}
A 0 elnyel§ elem, azaz 0(i, \) = (i, A\)0 = 0, a tobbi elem szorzata pedig:

[ s ha M(\J) #0,
UPVVADES { 0 egyébként

Minden S = M(I, A, G; M) Rees-méatrix félcsoport redukalhaté kombina-
torikus 0-egyszert félcsoportta: egyszeriien az M struktiramatrix minden
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nemnulla elemét kicseréljiik egyesre, jelolje ezt M|;, legyen ekkor a kombi-
natorikus redukalt S|; = Sy,. Igy példaul 4. példaban targyalt félcsoport
kombinatorikus redukaltja az

011
A=1|1 0 1
1 10

méatrixhoz tartozd S, teljesen kombinatorikus 0-egyszert félcsoport. De-
finidlhato altalaban egy tetszéleges ¥ : G — H csoporthomomorfizmus
szerinti redukalt is: Legyen M|y, az a matrix, melyet M-bél tgy kapunk,
hogy M-ben minden g € G elemet kicseréliink 9(g)-re, ekkor S J-redukaltja
S|y = M(I, A, H; M|y). Természetes modon definialhaté egy 9 : S — S|y
félcsoporthomomorfizmus is, a @(O) =0, @((z, g,\) = (i,9(g), ) képlettel. A
redukalt félcsoport elég sok informaciot megdriz az eredeti félcsoportrol, pél-
daul egy kifejezés nemnullasagat. Igy ha csak erre vagyunk kivancsiak, akkor
elég csak a kombinatorikus teljesen 0-egyszert félcsoportokat vizsgalni.

7. megjegyzés. Tetszileges S = M(I, A\, G; M) Rees-mdtriz félcsoportra:
1. TERM-EQ(S|y) =p TERM-EQ(S);
2. POL-EQ(S|y) =p POL-EQ(S);
3. TERM = 0(S|y) =p TERM = 0(S5);

4. POL = 0(S|y) =p POL = 0(S).

2.4.1. Miért épp Mig?

A teljesen 0-egyszert félcsoportok olyan épitékovei a félcsoportoknak, mint
a csoportok korében az egyszerti csoportok (mindkét esetben a struktira
f6 faktorairél van sz6). Igy remélhetd, hogy azon 0O-egyszerti félcsoportok
karakterizalasa, amelyekre a TERM-EQ polinomidlis, segithet a félcsoportok
altaldnos karakterizdlasaban is, ez a dolgozat tekinthet6 egy kezdd lépés-
nek ebben az irdnyban. Természetes kérdés, hogy van-e egyaltalan olyan
0-egyszert félcsoport, amelyre TERM-EQ coNP-teljes? Mi lehet a legegysze-
riibb ilyen félcsoport? A kombinatorikus teljesen 0-egyszerd félcsoportokra
TERM-EQ polinomialis, igy koztiik nem is érdemes a példat keresni. Ha egy
0-egyszert fécsoport struktiramétrixaban nem is jelennek meg az 1-en kiviil
més csoportelemek, akkor felette a szoprobléma ekvivalens a kombinatorikus
redukéltja, és a strukturacsoportjabeli szoprobléméaval. Mivel a csoportok
szoprobléméjarol még kevesebbet tudunk, mint a félcsoportokérol, és amugy
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is inkabb félcsoportokrol szolé eredményt szeretnénk bizonyitani, igy ezek-
t6]1 az esetektdl is eltekintiink. Fogadjuk el, hogy egy 0-egyszert félcsoport
annal egyszertibb, minél tobb nulldt tartalmaz a strukttiramatrixa, és minél
segyszertibb” a struktiracsoportja. A 2. lemma tObbszori alkalmazasaval,
megmutathaté, hogy a fennmaradé 0-egyszeri félcsoportok koziil a legegy-
szertibb valoban M.

Még egy ok, amiért talan érdemes Mg-et vizsgalni, hogy van egy termé-
szetes reprezentacioja transzformaciokkal. Vegyiik ehhez a harom elemen
hat6 transzformécio-félcsoportot, Ts-at (T3] = 3% = 27). Soroljuk az elemeit
rangjuk szerint 3 csoportba: 73(3) = S5 a 3 ranguak, 73(2) a 2 ranguak és
T3(1) az 1 rangtak. Mivel kompozici6 soran a rang nem néhet, igy 73(1)
ideal T3-ban. Vegyiik T3(2) T5(1) szerinti Rees-faktorat, azaz hizzuk Gssze
T3(1)-et egyetlen O-elemmé. A kapott félcsoport 19 elemti, és mint az Clifford
és Preston [4] hires félcsoportelméleti konyvébenben bizonyitva van, izomorf
Mg-cel. A dolgozatban a kovetkezs tételt 1latjuk be:

8. tétel. TERM-EQ(M9) coNP-teljes.
Végezetiil leirjuk M9 néhény fontos tulajdonségat:

9. lemma. Legyen b = (i,\),d = (j,u) € Myg és c1 = (i1,91,\1), ¢ =
(19,92, X2), -, Cn = (i, Gny An) € Mo, ekkor:

1. b-d = 0 pontosan akkor, ha P(\,j) =0, azaz ha \ = i;
2. Mg idempotens elemei: {(i,g,\) : A #i};

3. cicy -+ - ¢, = 0 pontosan akkor, ha taldlhato olyan k € {2,3,...n} indez,
melyre c,_1c, =0, azaz \p_1 = iy, ;

4. Jelolje l = {1 <k <n—1:14, =1, \y1 = 2} (a szorzatban felléps
sextra” a-k szdmdt). Fkkor, ha cico- - ¢, # 0, akkor

C1Cg -+ Cp = (i1,glg2-~-gn-al,>\n) .



3. fejezet

Mi konnyt? Mi nehéz?

A szamitdstudomany szemszogébdsl konnyd az, amire van polinomiélis al-
goritmus, azaz P-ben van, nehéz pedig, ami coNP-teljes. A tovabbiakban
a szoproblémét probaljuk ebbdl a nézépontbdl vizsgélni, kiilonds figyelmet
forditva eredeti téméankra, a Rees-méatrix félcsoportok szoproblémajara.

3.1. P-beli problémak

Azt, hogy egy adott struktirara a szoprobléma P-beli, mi sem bizonyitja
jobban, mint hogy megadunk egy tényleges polinomidejd algoritmust az el-
dontésére. Altalaban ez az algoritmus, mint az alabbi 3.1.1. fejezetben is,
az azonossagok pontos karakterizaciojat hasznélja. Nem mindig sziikséges a
teljes karakterizacio, elég azt belatni, hogy csak polinomsok behelyettesitést
kell ellenérizni az azonossag igazolasahoz a ,Brute Force” exponencialissok
helyett. Goldmann és Russel [7] példaul ezt a modszert alkalmazza a nilpo-
tens csoportok szoprobléméjanak P-beliségének bizonyitasahoz.

3.1.1. TERM-EQ(S4)

A tovabbiakban teljesen kombinatorikus 0-egyszert félcsoportok feletti azo-
nossagokat vizsgédlunk. Mint latszani fog, egy j6 megkozelités adodik ehhez a
grafokon keresztiil. Ezért most az eddigi fogalmakat atiiltetjiik a grafelmélet
teriiletére.

Tetsz6leges Sy, kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoporthoz természetes
modon definidlhato egy Hy (A, I, F) paros graf: az a graf, amelynek szom-
szédsagi matrixa épp M, igy példaul a 2.4. fejezetben definidlt S4-hoz tartozo
paros graf, épp egy hatszog:

15
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A A2 A3

1 12 13

Ismert, hogy a félcsoportok felett egy term egyszeriien ¢t = xx5 - - - z,, alaku,
ahol az x;-k nem feltétleniil kiilonbozGek. Jeldlje X; = {zq1,29,...,2,} a
t-ben eléfordulo valtozok halmazat. Tetsz6leges ¢t termhez konstrualunk egy
Gi(Ay, By, Ey) paros grafot a kovetkezéképpen: legyen A, = {a, : x € X;},
By = {b, : * € X;} és fusson él a, és b, kozott, ha az xy kifejezés részszava
t-nek. A konnyebb érthetGség kedvéért alljon itt egy példa erre.

10. példa. Legyen t = 112901 20320405% 0071 2001 09. A t-hez tartozd grdf:

A a ax az a4 0as
GtI

Bt : b1 b2 bg b4 b5

Ezen graf-konstrukciok segitségével vizsgalhatjuk az Sy, feletti termeket;:

11. lemma. Legyent = x1x9- - - x,, ahol az x;-k nem feltétleniil kiilonbézdek.
Legyen tovdbbd € : X, — Sy t eqy kiértékelése. Ekkor a fenti jeldlésekkel:

1. (t) # 0 akkor és csak akkor, ha e(xy) # 0 t semelyik xy alaki részsza-
vdra sem;

2. Ha ¢ : X; — Sy nem veszi fel a 0-dt semilyen x-re sem, akkor defini-
dlhato egy i : Gy — H)yy leképezés a kovetkezd formuldval: ¢i(a,) =
ma(e(x)) és pi(bs) = mr(e(x));

3. e(t) # 0 pontosan akkor, ha £ nem veszi fel a 0-dt, és az ekkor defini-
alhato o : Gy — Hyy leképezés grafhomomorfizmus.

Ezen leirés segitségével mar pontososan karakterizadlhatéak S, azonossigai.
A pontos leirast Szabo es Seif [18| cikke tartalmazza, most az egyszertiség
kedvéért ezeket az eredményeket mar csak az elgbbi példaban adott S, fél-
csoportra targyaljuk.
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12. allitas. Legyenek t = 125 ...2,, S = Y1Y2 ... Ym termek. FEkkor a fent
bevezetett jelolésekkel t = s pontosan akkor teljesiil S o-ban, ha mindkét aldbbi
feltétel teljestil:

(I) Gt = GS,'
(II) 1 = y1 €s Ty = Y-

Valojaban ez az allitas egy az egyben igaz az olyan struktiramatrixa félcso-
portokra, amelyek nem csak néhany, csupa 1-esbél allo blokkot tartalmaznak,
azaz amelyekhez tartoz6 H); paros graf nem teljes paros grafok diszjunkt
unidja.

Bizonyitds: Lattuk, hogy G4 = Hg épp egy hatszog. Ha (I) teljesiil, akkor
a két termben ugyanazok az xy kifejezések szerepelnek részszoként, azaz 3.
lemma 2. pontja alapjan t és s ugyanakkor nulla. (II) teljesiilése pedig a 3.
lemma 3. pontja szerint azt biztositja, hogy ha egy behelyettesitésre a termek
nem nullak, akkor egyenléek.

A csak akkor” irAnyhoz elég konkrét behelyettesitéseket adni, melyekre a két
term nem egyenld.

Tegyiik fel, hogy (I) nem teljesiil, azaz G; # G,. Ez kétféleképpen fordulhat
eld: vagy a két graf csucshalmaza kiilonbozik, vagy az élhalmazuk. Az els6
esetben X; # X,. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehets, hogy = €
X\ X;. Tekintsiik ekkor a kiovetkezd behelyettesitést:

() = 0 ha z =z,
e = (2,3) egyébként ’

ekkor £(t) = 0 # (2,3) = <(s).
Ha az élhalmaz nem egyezik meg, akkor megint feltehets, hogy (x,y) €
Ey\ Es, azaz az vy kifejezés részszava t-nek, de s-nek nem, ekkor az

(2,1) haz=uz,
8('2) = <17 3) ha z =y,
(2,3) egyébként

behelyettesitésre £(t) = 0 # e(s).
Tegyiik fel, hogy (II) valamelyike nem teljesiil, és tekintsiik a kovetkezd be-
1,2) ha z=x,

helyettesitéseket:
_ 4
o) = { (3,2) egyébként

Ha 1 # y1, akkor £(¢) = (1,2) # (3,2) = e(s).
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(2) = (3,2) ha z=ux,,
)7 (3,1) egyébként

Ekkor x, # y., esetén £(t) = (3,2) # (3,1) = £(s). m
Mivel ezek a tulajdonsagok polinomid&ben tesztelhetSek, igy:

13. kévetkezmény. TERM-EQ(S4) P-beli.

Az azonossagok hasonlo karakterizaciojaval belathato, hogy:

14. tétel. Minden teljesen kombinatorikus 0-egyszerd félcsoportra, TERM-EQ
P-beli.

3.2. coNP-teljes problémak

A coNP-teljesség bizonyitasara lényegében egyetlen modszer létezik: vissza-
vezetjiik egy mar ismerten coNP-teljes probléméara, azaz megmutatjuk, hogy
amennyiben az eredeti probléma gyorsan megoldhato, akkor az ismert prob-
léma is (ez az tgynevezett Karp-redukcié). A bizonyitasok csak abban tér-
hetnek el, hogy az eredeti kérdést milyen moédszerekkel, és milyen ismert
probléméra vezetjiik vissza.

3.2.1. Az elsé példa

Popov és Volkov [15] muatott el@szor példat olyan félcsoportra, melyben a
szoprobléma coNP-teljes. Mint minden elsé példa ez is akdrmilyen bonyolult
lehetett. A konstrukcié a SAT-ra vald visszaveztéssel ment. ,Egyszeriien”
definidltak egy olyan félcsoportot, amelyben minden Boole-formula elkédol-
hato, ez két elem altal generalt (a,b) szabad félcsoport egy faktora lesz. A
P; = ab®ta? (0 < j < 14) elemek segitségével adhatoak meg a kifejezések
alkotoelemei:

(=P )=hPkP

-=PFPP V=PFPPP AN=PFFP

1=PRPoP 0=PFPWP
A kifejezések (L£):

(0), (1), (=0), (=1)
(Vi AV A---AVy), ahol V; € {0,1,-0, -1}
WiV Wy V.- v W, ahol W; a fenti alakt
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A Relacidk:

U=W, haU,W ¢ L

—~0=1 ~1=0
(OA0=(0 (OA1=(0
(1A0=(0 (IAl=(1
AOAO = A0 AOAT=AD
ALAO=A0 ALAT=A1

0)v(©0)=(0) (O)V(1)=(@1)
MVO) =10  OHVE)=(71)

Igy kapunk egy félcsoportot, ami elkodolja a Boole-formulakat, és mindene-
setre teljesiilnek benne a Boole-formuldk alapvet§ azonossagai. A kérdés az,
hogy ezektdl a relacioktol nem esik-e tulsdgosan Gssze a félcsoport, azaz a kii-
16nb6z6 Boole-formuldkat tényleg kiilonbo6z6 félcsoportelemek reprezentdjak-
e? Ennek bizonyitasa nagyon hosszi és technikai, ezért nem részletezziik.
Kozben adhato egy felsé becslés a félcsoport méretére is: kijon, hogy legfel-
jebb 21790 elemii lehet.

3.2.2. POL-EQ(S4)

Ezt a problémakort is érdemes visszavezetni a grafokra, ugyantgy, mint azt
a TERM-EQ esetében tettiik. A polinomok a félcsoportok korében a kovet-
kez§ altalanos alakba irhatoak: p = ejeq - - - €,, ahol az e;-k (1 < i < n) vagy
valtozok, vagy félcsoportbeli konstansok, és nem feltétleniil kiilonbozéek. Fel-
tehetd, hogy p-ben nem szerepel a nulla konstansként, ekkor ugyanis p = 0,
azaz minden ra vonatkozé kérdés trivialisan eldonthets. Jeldlje X, a p-ben
el6forduld valtozok, C, C I x A a p-beli konstansok halmazat. Definialjuk
tovabba a p-ben szerepl§ konstasok elsé illetve utolsé tagjainak halmazéat:
I, = m(C,) és A, = wa(Cy,). Az 3.1.1. fejezetben mutatott konstrukcid
mintajara most is definidlhat6 egy graf az adott p polinomhoz. Legyen te-
hat G,(A,, By, E,) a p-hez tartozo graf, ahol A, = {a, : z € X,} UA,,
B, = {b, : v € X,} UI,, tovabb4 a € A, és b € B, kozott fusson él, ha az
a-nak és b-nek megfelel§ valtozok vagy konstansok egymas mellett szerepel-
nek p-ben. Persze ha p egy term, akkor ez a konstrukcié visszaadja az 3.1.1.
fejezetben targyalt grafot. Nézziink erre is egy példat:

15. példa. Legyenp = x125(2,3)23(3,1)(2, 1)a371(3,2), a p-hez tartozd grdf:
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A, a;  ax az A1 A2 A3
o o
G, :
Bp: b1 bg bg i2 ig

Ismét azt latjuk, hogy egy polinom nemnullasiga egy grafhomomorfizmus-
probléméara vezethetd vissza, csak ezittal szinezettre.

16. lemma. Legyen p egy polinom, amelyben a 0 nem szerepel konstansként,
ekkor a fenti jelolésekkel:

1. C, C I x A, igy az identitds definidl egy f,: I, UA, — H leképezést,
2. Ha p # 0, akkor f, részleges grifhomomorfizmus;

Tegyiik fel, hogy f, részleges grafhomomorfizmus és legyen € : X, — Sy p
eqy kiértékelése, ekkor:

3. (p) # 0 akkor és csak akkor, ha e(ef) # 0 p semelyik ef alaki részsza-
vdra sem;

4. Ha e nem veszi fel a 0-dt semilyen x-re sem, akkor definidlhato egy o, :
G, — H leképezés a kivetkezd formuldval: ¢|run, = [, és pp(az) =
ma(e()) és pp(ba) = mi(e(2));

5. €(t) # 0 pontosan akkor, € nem veszi fel a 0-dt, és az ekkor definidlhato
vy« Gy — H leképezés grafhomomorfizmus;

A lemma azonnali kévetkezménye:

17. kbvetkezmény. p # 0 pontosan akkor, ha f, kiterjeszthetd G,-re.

Lattuk, hogy minden p # 0 probléméhoz természetes moédon deifinidlhato6 egy
szinezettgrafhomomorfizmus-probléma. Mint azt Seif és Szabo [18] igazolta,
ennek a megforditasa is igaz:

18. allitas. Legyen Hy; olyan grdf, melynek szomszédsdgimdtriza nem tar-
talmaz csupa nulla sort illetve oszlopot. FEkkor OAL(H,;) minden inpul-
problémdjdhoz definidlhato olyan p polinom, amellyel pontosan akkor létezik
a szinezetthomomorfizmus, ha p Z 0.
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Bizonyitds: Legyen G(V,FE) és f : V — I U A részleges homomorfizmus
OAL(H)s) egy bemenete. Ha a szinezettgrafhomomorfizmus-probléméanak
nem trivialisan nincs megoldasa (ilyenkor példaul a p = (1,1,1) polinom
megfelel az allitasbeli kovetelményeknek), akkor G paros graf, és van a csi-
csainak egy olyan V = A U B felosztasa, hogy egyrészt A és B kozdtt nem
megy él, masrészt f(A) C A és f(B) C I. Jelolje az A-beli szinezett csu-
csokat A’, a B-belieket I’, az A-beli nem szinezetteket A’ és a B-belieket
B’. Esetleg néhany 1j cstcs hozzavételével feltehets, hogy |A'| = |I'| és
|A'| = |B'|. Legyen X, = X U* {z. : e € E} valtozok egy halmaza, melyre
|X| = |A'| = |B’|. Ekkor persze A’ és B’ halmazok indexelhetSek X-szel:
A ={a, :x € X} B ={b, : v € X}. Tovabba legyen |C| = |A'| = |I|,
ekkor A’ és I’ indexelhets C-vel: A" ={\.: c€ C} I' = {i. : c € C}. Je-
16]je az igy kapott paros grafot G'(A’U* A’, B'U* I’, E). Definidljunk minden
e = (a,b) € F élhez egy w, szot:

TYT, haa=a, € Aésb=0b,€ B,
) x(Aa,da) e haa=a,c A ésb=is€l,
We = Aoy Te)Ye haa=X.e€Nésb=0b, e B,

(Aeyic){Aagyiq)xe haa=A. €N ésb=igel

Legyen

p= H We -
ecl
Ekkor a p-hez tartozo G, graf, G'-bél és még 2| E'| darab G’ egy-egy pontjahoz
kapcsolodd pontokbél all. Es, mivel M minden sora illetve oszlopa tartalmaz
nem 0 elemet, igy a H graf tetsz6leges csiicsdnak van szomszédja, azaz ponto-
san akkor létezik G’ — H), szinezett-grathomomorfizmus, ha van G, — Hy,
szinezett-grafhomomorfizmus is. Tehat p megfelel a kovetelményeknek. [
Es igy mivel POL =0 <p POL-EQ, és a 2.2. fejezetbeli megjegyzés szerint
OAL(Hg) NP-teljes:

19. tétel. POL-EQ(S4) coNP-teljes.

3.3. TERM-EQ(My)

A 3.1.1. és a 3.2.2. fejezetekhez hasonléan ez a probléma is sikeresen vizs-
galhato grathomomorfizmusokon keresztiil, azonban mivel mér nem teljesen
kombinatorikus 0-egyszert félcsoportrol van szd, igy egy termhez tartozo
grafnak nemcsak az zy részszavakat, hanem azok multiplicitdsat is kodol-
nia kell. Ezért most egy ¢ termhez a 3.1.1. fejezetbeli G(As, By, E;) grafon
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kiviil egy tobbszoros éleket is tartalmazo a;(At, Bt,E) paros grafot is de-
finidlunk: legyen az (a,,b,) € E; multiplicitdsa E;-ben az xy részszo t-beli
el6fordulésainak szama.

20. példa. Igy a 10. példdban adott t-hez tartozd grdf:

A ap az a3 a4 Qas
GtI

Bt : b1 bg bg b4 b5

Az eddigiekhez hasonléan G, és @Vt graf-konstrukciok segitségével tudjuk vizs-
galni az Mg feletti termeket:

21. lemma. Legyent = x125 - - - x,, ahol az x;-k nem feltétleniil kiilonbozdek.
Legyen € : Xy — Mg t eqy kiértékelése, ekkor a fenti jelélésekkel:

1. (t) # 0 akkor és csak akkor, ha e(xy) # 0 t semelyik xy alaki részsza-
vdra sem;

2. Ha e : Xy — Mg nem vesz fel a 0-dt semilyen x-re sem, akkor defi-
nidlhato eqy ¢, : Gy — Hg €és eqy oy : Gy — Hg leképezés a kivetkezd
formuldval: ¢i(a,) = @¢i(a,) = ma(e(x)) és oi(by) = @i(by) = mr(e(x));

3. ¢(t) # 0 pontosan akkor, ha € nem wveszi fel a 0-dt, és az ekkor a
definidlhato oy : Gy — Hg illetve ¢, : Gy — Hg leképezések grdfhomo-
morfizmusok;

4. Jelolje I, = {2 < k < n:pi(a,) =1,0(bs,,,) = 2}|, és definidljuk az
n: Xy — Lo leképezést a kovetkezdképpen: n(x) = ng(e(x)). Ekkor ha
e(p) # 0, akkor

e(t) = (wi(az, ), n(@)n(z) - n(za) - a, @i(ba,)) ;
5. 1= 1@ (M ia) s
6. Ha e(t) # 0, akkor

51 (A1 si2)]
b

e(t) = (@e(a1), n(z1)n(ws) - - - nlwn) - a pi(n)) -
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A tovabbi vizsgalathoz egy technikai definiciéra van sziikségiink. Hg a 3.1.1.
fejezetben definialt hatszog. Legyen G(A, B, E) egy (esetleg tobbszoros éle-
ket tartalmazo) paros graf, jelolje G;(A;, B;, E;) (1 < i < k) az Osszfiiggd
komponenseit. Azt mondjuk, hogy két ¢,¢ : G — Hg homomorfizmus
forgatds-ekvivalens (p ~ 1), ha vannak a Hg hatszognek olyan w; : Hg — Hg
izomrfiai, melyekre ¢|g, = w; 0 ¥|g,. Ekkor ¢ a ¢ egy elforgatdsa. Kénnyen
latszik, hogy ~ ekvivalencia-relaci6 a G-b6l Hg-ba mend homomorfizmusok
halmazan.

22. lemma. Legyen t eqy term, jeldlje G; a t-hez definidlt grdfot. Legyen
tovdbbd adva egqy p : Gy — Hg homomorfizmus, ekkor:

1. ¢ : Gy — Hg-nek pontosan egy olyan elforgatisa van, melyre )(A;) C A
€s 'lp(Bt) g [7'

2. Van egy olyan ¢ : X; — Mg kiérékelés, amelyhez tartozo ¢, : Gy — Hg
homomorfizmus ¢ eqy elforgatottja.

A kovetkezSkben a 12. allitashoz hasonléan leirjuk M9 azonossagait, majd
fokozatosan feltarjuk a TERM-EQ(M9) és a 2HOM(H;) koz6tti szoros ssze-
fliggést.

23. allitas. Legyenek t = x1xo...2,,8 = Y1Yo - . . Ym termek, a fent beveze-
tett jelolésekkel: t = s pontosan akkor teljesiil Myg-ben, ha a kévetkezd négy
feltétel mindegyike teljesiil:

(I) Gt = GS;

(IT) 1 = 11 €S Ty = Yum;

(III) Minden wvdltozd eléforduldsdinak paritdsa megeggyezik t-ben illetve s-
ben;

(IV) Tetszdleges Mg feletti kiértékelésre az egymdsutdni (.,2)(1,.) tagok
eldforduldsdnak paritisa megeggyezik t-ben ill. s-ben, azazl; = ls (mod 2)
minden behelyettesitésre;

Bizonyitds: 9. lemma alapjan ezek a feltételek tényleg elégségesek. Az (I)
és (II) feltételek a 12. allitas szerint mar S, felett is sziikségesek voltak, igy
Mg felett is. A tobbi feltétel sziikségességét konkrét behelyettesitésekkel
bizonyitjuk:
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Tegyiik fel, hogy = nem felel meg a (III) feltételnek, azaz pl. paros sokszor
szerepel t-ben, és paratlanszor s-ben. Tekintsiik az alabbi behelyettesitést:

£(z) = (2,a,3) haz=nux,
1 (2,1,3) egyébként -

Ekkor €(t) = (2,1,3) # (2,a,3) = <(s).
A (IV) feltétel sziikséges a (III) feltétel teljesiilése és a 16. lemma szerint.

[
Az (I), (II) és (III) feltételek polinomidében ellenérizhetdek, igy valdojaban
elég csak a (IV) feltétel ellendrizésével foglalkozni. Es ha ez a harom feltétel
tényleg teljesiil, akkor nem kell minden behelyettesitést kiilon kezelni:

24. lemma. Tegyiik fel, hogy t = s a TERM-EQ egy bemenete, ekkor a (I11)
feltétel teljesiilése esetén elég az (i, \) alaki behelyettesitéseket ellendrizni a
t = s azonossdg Myg-beli teljestilésének bizonyitdisdhoz.

A tovabbiakban mindent &dtfogalmazunk a grafok nyelvére.
(IIT") Minden csiics fokszamanak paritdsa megegyezik Gy-ben illetve G,-ban;

(IV") Minden Mg feletti kiértékelésre a (Mg, 4;) él 6sképének paritédsa meg-
egyezik p-nél, illetve o -nél, azaz:

187 (X2, in)| = |85 (A2, 41)| (mod 2)

Mivel a hatszog forgasszimmetrikus, igy a (IV') feltétel ekvivalens az alabbi-
val:

(IV") Minden Mg feletti kiértékelésre az 6sszes (), 1) €l sképének paritésa
megegyezik ©;-nél; illetve ps-nél, azaz

1 (A D) =18 (A 0] (mod 2)

Vezessiik be a é;s (As=s, Bi=s, E;s) = Z}’Vt 15 @: jelolést. Ekkor a 22. lemma,
segitségével tijabb ekvivalens feltételek fogalmazhatéak meg:

(I11") Minden G,—.-beli cstics foka pAros.

(IV") Minden v : Gi=s — Hg homomorfizmusra az &sszes (),7) &l &sképe
paros, azaz

1~ (A, 4)| =0 (mod?2)
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25. megjegyzés. Az (IV") feltételbdl kivetkezik az (I11") feltétel.

Bizonyitds:  Tegylik fel, hogy van egy paratlan foku cstics: v, az altala-
nossag megszoritésa nélkiil feltehets, hogy v € A,—,. Vegyiik a kovetkezs

homomorfizmust:
A3 hau=wv,

o(u) =< iy haue B,
Ay egyébként

Azaz ilyenkor a (IV") feltétel sem teljesiil. O
Arra jutottunk tehét, hogy:

26. allitas. Legyenek t = x1x9...2,,8 = Y1y ... Ym termek, a fent beveze-
tett jelolésekkel: t = s pontosan akkor teljesil Mig-ben, ha a (I),(I1) és (IV")
feltétel teljesiilnek.

Kijott tehat, hogy a TERM-EQ(M9) minden bemenetéhez tarsithat6 egy,
a 2.2. fejezetben definidlt paroshomomorfizmus-probléma. Most belatjuk,
hogy ennek a megforditasa is igaz. Mivel eddig a grafoknak csak paritasi
tulajdonsagait hasznaltuk, igy tekinthetiink két grafot azonosnak, ha mod 2
nem kiilonbéznek. Azt mondjuk, hogy G(V, E¢) és H(V, Ey) grafok mod 2
megegyeznek, G = H (mod2), ha minden (u,v), csicsparra az (u,v) él
multiplicitdsdnak paritas megegyezik Eg-ben és Ey-ban.

27. allitas. Legyen G(A, B, E) egy pdros grdf, melynek minden csicsdnak
foka pdros. Ekkor létezik olyan t = s azonossdg, amelyre az (1) és a (1I)
feltételek teljesiilnek, és Gi=s = G (mod 2).

Bizonyitds: Esetleg néhany 1j cstics hozzavételével feltehetd, hogy |A| = |B|.
Definidljuk a Gy=s(Ai=s, Bi=s, E) grafot az A=y, = AU* {c¢} és a Bj=s =
B U*{d} egyenl6ségekkel. Legyen X U* {z} valtozok egy halmaza gy, hogy,
| X U*{z}| = |As=s| = | Bi=s|. Ekkor tehat a cstcsok indexelhetéek X U* {z}-
vel: Aj=s = {a, : v € X} U {c} és Bi=s = {b, : © € X} U* {d}, és c illetve
d tartozzanak z-hez. Egy e = (a,,b,) € E élhez definialjuk a w. = zy szot.

Legyen
h = H(wey2) :
eck
Tekintsiik a
t .= y>h
s = y>hh

termeket. Ekkor Gi=s = G (mod2), azaz t = s a feltételeknek megfelels
aZoNoSsag. O
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A konnyebb érthetdség kedvéért a fenti bizonyitéast egy példan keresztiil szem-
léltetjiik.

28. példa. Legyen
aq (05} as

G:

b1 by bs by

A fenti G grdfhoz konstrudlt termek a kovetkezdképpen néznek ki:

2 2 2 2 2.2 2 .2 2 2.2 2 2 2 2 2
h = 21y 2120y  Toy " X1 Y T3y XY ToT3Y T3y T3Y T4 T2y T4 T3Y
2.2 2 2.2 2.2 2 2.2 2 .2 2
t=y“r1y 36137211 :cgy Lol Y Tl Ty ToX3y T3y T3y 3543721! 37437311
s = y :Ely xlxgy :Egy xgxly :EQy xzy xgxg,y x3y :Egy x4x2y x4x3y .

2,2 2 2 2 2,22 2 2
TTYP 01 0oy Loy o1 YR XSy TSy w3y TSy 5y T4ty Ty T3y

Példdul a t-hez tartozo grdf:

Gti

Hasonloan felrajzolhato @Vt €s é;s 18.
A 16. és 22. lemmakbol az alabbi kovetkezik:

29. kévetkezmény. Legyen G(A, B, E) olyan pdros grdf, melynek minden
fokszama pdros. Ekkor megadhatd egy az (1) és (II) feltételeket teljesité t = s
azonossdg, melyre t = s igaz Mg felett pontosan akkor, ha minden ¢ :
Gi=s — H homomorfizmus pdros.

Mostantol a 2HOM(Hg) coNP-teljességét szeretnénk belatni. Ehhez, mivel
RET(Hg) NP-teljes a 2.2. fejezetbeli megjegyzés szerint, igy elég a kovetkezot
bizonyitani:
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30. allitas. Minden, egy H| hatsziget tartalmazo G egyszerd grifhoz defini-
dlhato egy olyan G pdros grdf, melynek minden fokszdma pdros, és pontosan
akkor létezik ¢ : G — Hg retrakcio, ha létezik v : G — Hg nem pdros
homomorfizmus.

Bizonyitds: Legyen G az allitasbeli paros graf. Ekkor G-ot ugy kapjuk, hogy
G minden nem a H| hatszogh6z tartozo élet megduplazunk. Ekkor persze
G minden csticsa valéban paros foku lesz. Azt &llitjuk, hogy G megfelel az
allitas kovetelményeinek.

Tegyiik fel, hogy ¢ : G — H{ retrakcio, ekkor ugyanez a leképezés megad
egy ¢ : G — Hg homomorfizmust is. Legyen ekkor ¢ = w o ¢, ahol w az
izomorfizmus Hg és H| kozott.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy v : G — Hg nem paros homomorfiz-
mus. Mivel a hatszog éleit kivéve minden élet megduplaztunk, igy |y, :
H{ — Hg szintén egy nem paros homomoprfizmust ad, ami izomorfizmus
is, hiszen a hatszdg barmely nem sziirjektiv homomorfizmusa paros. Ekkor
0 = (V¥|us) " o1 G egy Hg-ra valo retrakciojat definialja. O
Az eddigiekkel tehat azt sikeriilt igazolni, hogy:

31. tétel. 2HOM (Hg) coNP-teljes.

Ezekbdl pedig rogton kovetkezik a 8. tétel, miszerint TERM-EQ(Mig) NP-
teljes.

3.4. Zaro megjegyzések

Mint az eddigiekbdl kideriilt, a TERM-EQ nehézségének megallapitasdhoz
nincs egy jol bevallt, mindig mikédé modszer. Erdekes kérdés, hogy a fél-
csoportok korében van-e egyaltalan remény a dichotémia bizonyitasara, vagy
van-e esély legalabb a 0-egyszeri félcsoportok esetében? A késébbiekben
egy ezzel kapcsolatos negativ eredményt szeretnénk bizonyitani, mely sze-
rint a probléma nehezebb az eddig még megoldatlan CSP problémakornél:
sejtésiink, hogy minden CSP problémahoz van olyan 0-egyszerii félcsoport,
amelyre a szoprobléma ekvivalens az adott CSP probléméval.
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