
Mouvement brownien plan au travers d'une membranesemi-perméableStéphane Benoist11 Février 2010
Ce texte est la 
onséquen
e d'une question que m'a posée Wendelin Werner, dans le 
adre demon mémoire de Master 2. Je tiens à le remer
ier pour ses questions mathématiques, pour sadisponibilité, ainsi que pour les idées qu'il m'a transmises - dont une partie forment le 
oeur de
e texte.
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1 Introdu
tionTout 
e texte tourne autour de la question suivante sur le mouvement brownien plan : étantdonné une 
ourbe C de C séparant le plan en deux 
omposantes 
onnexes, on aimerait 
omprendre
omment le mouvement brownien se 
omporte vis à vis de la 
ourbe C. Plus pré
isément, on peutdé
ouper toute traje
toire du mouvement brownien plan en un ensemble dénombrable d'ex
ur-sions hors de la 
ourbe C. On aimerait 
omprendre la loi de 
ette famille d'ex
ursions.

Figure 1 � Une ex
ursion du mouvement brownien plan hors de la droite réelleL'idée est de 
hoisir une famille d'ex
ursions selon une bonne loi, et de 
oller intelligemment
es ex
ursions sur la 
ourbe C pour obtenir le mouvement brownien plan. On peut, en fait, utiliserle même pro
édé pour 
onstruire d'autres pro
essus intéressants. Par exemple, on peut biaiser unpeu le 
ollage des ex
ursions pour donner plus ou moins d'importan
e aux ex
ursions qui s'aven-turent vers l'intérieur par rapport à 
elles qui s'aventurent vers l'extérieur, et ainsi 
onstruiretoute une famille de pro
essus, indexés par p ∈ [0, 1], qui se 
omportent 
omme un mouvementbrownien hors de la 
ourbe C, et qui, à 
haque 
onta
t ave
 la 
ourbe C, s'aventurent vers l'ex-térieur ave
 probabilité p et vers l'intérieur ave
 probabilité 1− p. Ces "mouvements browniens2



semi-ré�é
his" peuvent modéliser la traje
toire d'une parti
ule au travers d'une membrane semi-perméable, 
'est-à-dire au travers d'un matériau laissant plus fa
ilement passer la parti
ule dansun sens que dans l'autre.On se propose i
i de 
onstruire 
es mouvements browniens semi-ré�é
his lorsque C est une
ourbe de Jordan lisse. Il n'y a - il faut bien le dire - pas de "vrai" résultat dans 
e texte, au sensoù presque toutes les bonnes propriétés que les mouvements browniens semi-ré�é
his devraientvéri�er pour pleinement mériter leur nom n'ont pas été abordées pour l'instant.Quelles sont 
es propriétés ? On voudrait que 
es mouvements browniens semi-ré�é
his soientune famille de pro
essus de Markov (
'est heuristiquement évident), évoluant selon la géométrielo
ale (
e qui ne sera pas démontré i
i, la manière dont on les 
onstruira utilisant la géométrieglobale de la 
ourbe), se 
omportant 
omme le mouvement brownien hors de C (
onséquen
eaisée de la 
onstru
tion), biaisés au 
onta
t de la 
ourbe selon le paramètre p (en 
hoisissant unebonne dé�nition de 
ette propriété, 
'est une 
onséquen
e de la 
onstru
tion) et ne se déplaçantpas le long de la 
ourbe C (
e qui reste à démontrer).En�n, on aimerait que 
es pro
essus interpolent entre des mouvements browniens ré�é
his,pour p = 0 et p = 1 (
e qui semble vrai), et le mouvement brownien standard, pour p = 1/2(
e qui reste à démontrer) - 
e qui nous donnerait, entre autre, la dé
ompostion du mouvementbrownien plan en ex
ursions hors de la 
ourbe C, 
e que l'on souhaitait obtenir.L'intérêt porté aux ex
ursions du mouvement brownien dans des domaines de Rn n'est pasquelque
hose de nouveau. Pour quelques référen
es - datant d'une vingtaine d'années, on pourraaller voir par exemple les ouvrages de Burdzy [1℄, de Doob [2℄ et de Port et Stone [3℄. Mettonsl'a

ent sur la parti
ularité de l'appro
he que l'on suivra i
i : on travaille dans le 
as spé
ial dela dimension 2 - pour avoir la propriété supplémentaire d'invarian
e 
onforme du mouvementbrownien - et on essaie de 
omprendre 
omment le mouvement brownien passe d'un domaine
onforme (l'intérieur de la 
ourbe) à un autre (l'extérieur de la 
ourbe). En 
onséquen
e, 
etteappro
he est liée à 
ertains problèmes d'analyse 
omplexe où l'on 
her
he à 
oller deux stru
tures
omplexes le long d'une 
ertaine 
ourbe, ou à l'aide d'un 
ertain di�éomorphisme du 
er
le.2 Les grandes lignes du textePrésentons maintenant la stru
ture du texte, ainsi que les grandes lignes de la 
onstru
tiondes mouvements browniens semi-ré�é
his.2.1 Quelques résultats 
lassiques pour 
ommen
erNous 
ommen
erons en dou
eur par quelques résultats 
lassiques, qui forment le 
adredans lequel se pla
e la question de la dé
omposition du mouvement brownien plan en ex
ursionshors d'une 
ertaine 
ourbe de Jordan C.Tout d'abord, sera présentée la dé
omposition d'It� du mouvement brownien unidimensionnelen ex
ursions hors de 0 : il existe une mesure ν sur les ex
ursions hors de 0, de telle sorte quel'on obtienne un mouvement brownien en tirant une famille d'ex
ursions (et, t ≥ 0) selon 
ettemesure ν et en mettant bout à bout 
es ex
ursions.A noter que la mesure ν n'est pas de probabilité : elle est de masse in�nie. Cela résulte du faitque, lorsque le mouvement brownien unidimensionnel tou
he 0, il e�e
tue toujours une in�nité3



d'ex
ursions mi
ros
opiques hors de 0 avant sa première ex
ursion ma
ros
opique. Pour rendre
ompte de 
e phénomène, la mesure ν des ex
ursions browniennes hors de 0 doit attribuer unpoids in�ni à l'ensemble des petites ex
ursions - quelle que soit la dé�nition de petite.Une fois 
e résultat unidimensionnel expliqué, on 
her
hera à dé�nir - pour tout domaineouvert D du plan, et tout point x de son bord - 
e qu'est une ex
ursion du mouvement brownienplan partant de x à l'intérieur de D. Pour 
ela, on 
ommen
era par rappeler l'invarian
e 
onformedu mouvement brownien plan à l'aide de quelques résultats de 
al
ul sto
hastique. Cette propriétégéométrique d'invarian
e du mouvement brownien nous permettra alors de dé�nir une mesure surles ex
ursions browniennes planes partant de x dans D, en s'inspirant du 
as unidimensionnel.2.2 Sur la 
onstru
tion des mouvements browniens semi-ré�é
hisOn pourra alors s'attaquer à la 
onstru
tion des mouvements browniens semi-ré�é
his, ens'inspirant, en
ore une fois, de la dé
omposition d'It�.Considérons une 
ourbe de Jordan C séparant le plan 
omplexe en deux domaines simplement
onnexes : l'intérieur de la 
ourbe, Di, et son extérieur, De. Comme 
onséquen
e de l'invarian
e
onforme du mouvement brownien plan, on peut, en 
hoisissant des appli
ations 
onformes adé-quates, envoyer des ex
ursions partant de 0 dans le demi-plan supérieur H vers des ex
ursionsdans Di, ou dans De, partant de n'importe quel point x de leur bord C. Fixons don
, pour toutpoint x ∈ C, deux telles appli
ations 
onformes Φi
x et Φe

x.Tirons alors, selon la mesure des ex
ursions browniennes, deux familles d'ex
ursions partantde 0 dans H, indexées par les temps positifs t ∈ R+ : l'une servira pour les ex
ursions intérieures,l'autre, pour les extérieures.Peut-on mettre brutalement bout à bout 
es ex
ursions, en les 
ollant sur C à l'aide desappli
ations 
onformes 
hoisies, et obtenir quelque 
hose d'intéressant ?1) Il faudra ré�é
hir un peu en 
ollant les ex
ursions si l'on ne veut pas que la géométriepropre de la 
ourbe induise un biais.2) De plus, il faudra montrer qu'un objet ainsi dé�ni fait sens : 
omme 
onséquen
e du fait quela mesure sur les ex
ursions browniennes donne un poids in�ni aux ex
ursions mi
ros
opiques, ilfaut réussir à 
oller pendant un temps �ni une in�nité de toutes petites ex
ursions.Sur le premier point : si l'on 
olle les ex
ursions brutalement, on n'a au
une 
han
e d'obtenirle mouvement brownien (qui n'a pas de biais vis à vis de la distin
tion intérieur/extérieur). Ene�et, au voisinage d'un point x de la 
ourbe, les appli
ations de re
ollement Φi
x et Φe

x n'ont pasfor
ément même dérivée, et don
 ne dilatent pas l'espa
e de la même manière. Si l'extérieur est
onformément plus a

essible que l'intérieur, les ex
ursions que l'on va 
oller vers l'intérieur appa-raîtront trop grosses relativement aux ex
ursions 
ollées vers l'extérieur. Il faut don
, pour qu'au�nal le pro
essus soit symétrique intérieur/extérieur, 
orriger la taille des ex
ursions extérieurespar rapport à 
elle des ex
ursions intérieures, par un fa
teur qui est le rapport des dérivées desappli
ations 
onformes utilisées au point x d'atta
hement : |Φi′

x(x)|/|Φe′

x (x)|.Pour 
onstruire un mouvement brownien semi-ré�é
hi, ayant une probabilité p ≤ 1/2 derepartir vers l'extérieur à 
haque 
onta
t ave
 la 
ourbe, il faudra s'arranger pour mettre plusd'ex
ursions intérieures que d'extérieures, 
e qui est équivalent - au vu des propriétés d'invarian
ede la mesure sur les ex
ursions browniennes - à rendre les ex
ursions intérieures plus grosses queles ex
ursions extérieures. On pourra don
, en plus de la 
orre
tion déjà né
essaire pour gommer4



la géométrie de la 
ourbe, dilater les ex
ursions extérieures par rapport aux intérieures d'unfa
teur p/(1− p).Quant au deuxième point, 
omment donner un sens au fait de 
oller une in�nité d'ex
ursions ?On va pro
éder 
omme suit : il n'y a, pendant un temps �ni, qu'un nombre �ni d'ex
ursionsma
ros
opiques (de taille disons supérieure à δ > 0) à 
oller. Une fois une é
helle de 
oupure δ
hoisie, on peut très bien mettre bout à bout les ex
ursions de taille supérieure à δ. La questionest alors de savoir si la famille de pro
essus ainsi obtenue 
onverge lorsque l'é
helle de 
oupure δtend vers 0. Pour montrer 
ette 
onvergen
e, il su�t d'étudier le pro
essus des points de départdes ex
ursions : en e�et, si 
e pro
essus de positions sur la 
ourbe 
onverge (
'est-à-dire si lespetites ex
ursions ne font pas se dépla
er ma
ros
opiquement les points de 
onta
ts du pro
essuset de la 
ourbe), alors le pro
essus tout entier va bien 
onverger (la seule donnée né
essaire pour
oller une ex
ursion est de savoir quel point de départ on veut lui donner, 
'est-à-dire en quelpoint de la 
ourbe le pro
essus se situe au temps 
onsidéré).On 
hoisit d'étudier 
es pro
essus de positions - qui sont des pro
essus de sauts - en para-métrant le bord de la 
ourbe vu de l'intérieur. Les sauts intérieurs sont alors bien symétriques.Ce n'est pas le 
as des sauts extérieurs : la mesure des sauts extérieurs, vue de l'intérieur, serasymétrique au premier ordre seulement. Il faut don
 ajouter au terme symétrique une 
orre
tiond'ordre 2. On est ainsi amené à faire du 
al
ul sto
hastique (à la main) sur des pro
essus 
àdlàg :les pro
essus de positions sur la 
ourbe sont en e�et sommes d'un terme symétrique - martingale- et d'un terme d'ordre supérieur - à variation �nie.2.3 Sur l'hypothèse de régularité de la 
ourbe COn peut se demander 
e que devient la 
onstru
tion dé
rite pré
édemment lorsque l'ondé
oupe le plan 
omplexe en deux domaines dont le bord est moins régulier. Prenons l'exempledu peigne : soit un domaine re
tangulaire. En �tant de 
e domaine des bandes verti
ales atta
héesalternativement par le haut et par le bas, et de largeur de plus en plus �ne à mesure qu'on s'ap-pro
he du bord droit du re
tangle, il est possible d'obtenir un domaine ouvert dit peigne - plongédans le plan 
omplexe - dont le bord droit est un segment de droite pour le plongement 
hoisi,mais qui est 
onformément ina

essible de l'intérieur : tout le bord droit du peigne 
orrespond -vu de l'intérieur - à un unique point du bord.
Figure 2 � Le peigneUn mouvement brownien lan
é dans C va presque sûrement tou
her 
e segment de droite. Lepoint du bord 
orrespondant, vu de l'intérieur, joue don
 un r�le privilégié, et dont il faudraitrendre 
ompte si l'on veut obtenir une dé
omposition du mouvement brownien en ex
ursionspour 
e type de domaines. 5



3 Quelques résultats préliminaires3.1 De la dé
omposition en ex
ursions du mouvement brownien uni-dimensionnelOn 
her
he à dé�nir une mesure qui représenterait les ex
ursions du mouvement brownienunidimensionnel hors de 0.Posons E l'ensemble des fon
tions f 
ontinues dé�nies sur R et à valeurs dans R, telles qu'ilexiste un temps t = η(f) tel que f soit nulle hors de ]0, t[, et ne s'annule pas sur ]0, t[. On posealors pour tout réel ǫ > 0, Eǫ le sous-espa
e de E 
onstitué des fon
tions f telle que le supremumde |f | soit supérieur à ǫ. Notons que si ǫ′ < ǫ, alors Eǫ ⊂ Eǫ′, et de plus, en notant 0 la fon
tionidentiquement nulle, on a :
E =

⋃
ǫ>0

Eǫ ∪ {0}Considérons alors un mouvement brownien unidimensionnel Bt. Cela va nous permettre dedé�nir une mesure de probabilité naturelle sur les ex
ursions de taille supérieure à ǫ : soit Tle premier temps où |Bt| atteint la valeur ǫ, on asso
ie alors à 
ette traje
toire du mouvementbrownien son ex
ursion hors de 0 
ontenant le temps T . On a 
onstruit une variable aléatoire àvaleurs dans Eǫ, 
'est-à-dire une mesure de probabilité νǫ sur Eǫ.Par 
onstru
tion, une variable aléatoire f de loi νǫ′ 
onditionnée à être dans Eǫ, est distribuéeselon la loi νǫ. Posons nous alors la question suivante : soit ǫ′ < ǫ deux réels stri
tement positifs,quelle est, pour νǫ′, la mesure de Eǫ. Ce
i se reformule ainsi : quelle est la probabilité que lemouvement brownien lan
é de ǫ′ tou
he ǫ avant 0. Notons T le temps de sortie de l'intervalle
[0, ǫ] d'un mouvement brownien Bt lan
é de B0 = ǫ′. En utilisant la propriété de martingale dumouvement brownien (et don
 la 
onservation de sa moyenne) :

ǫ′ = E[B0] = E[BT ] = ǫ P(BT = ǫ) + 0 P(BT = 0)Ainsi, on a la relation νǫ′(Eǫ) = ǫ′/ǫ. La famille de mesure ((1/ǫ)νǫ, ǫ > 0) est don
 
roissante,et admet en 
onséquen
e pour limite une 
ertaine mesure ν sur E, de masse in�nie. Il y a une
ertaine indétermination sur ν : sa masse étant in�nie, on peut la multiplier par un réel positifsans 
hanger ses propriétés 
ara
téristiques. On appellera néanmoins ν la mesure des ex
ursionsbrowniennes (unidimensionnelles).On 
her
he maintenant à re
onstruire le mouvement brownien à partir de 
ette mesure ν surles ex
ursions hors de 0. Rappelons 
e qu'est un pro
essus pon
tuel de Poisson. Tout d'abord,une mesure aléatoire de Poisson M sur E × R+ d'intensité ν ⊗ dt est une mesure aléatoire sur
E×R+ qui véri�e les deux propriétés suivantes. Premièrement, si A est un borélien de E×R+, demesure ν⊗dt(A) �nie, alorsM(A) suit une loi de Poisson de paramètre ν⊗dt(A). Deuxièmement,on souhaite que, si A et A′ sont deux boréliens disjoints, alors les variables aléatoires M(A) et
M(A′) soient indépendantes. On peut montrer que pour tout t ∈ R

+, on a M(E × {t}) ∈ {0, 1}.Si M(E ×{t}) = 1, on note alors et l'unique ex
ursion e telle que M({e}× {t}) = 1. Dans le 
asoù M(E × {t}) = 0, on pose et = 0, l'ex
ursion nulle.On a 
onstruit 
e qu'on appelle un pro
essus pon
tuel de Poisson d'intensité ν : une famillealéatoire d'ex
ursions (et, t ≥ 0), dont les éléments sont, en un 
ertain sens, distribués selon ν.6



On va pouvoir 
onstruire le mouvement brownien à partir de 
e pro
essus d'ex
ursions. Pour
s ∈ R+, posons :

t(s) = inf{t ≥ 0
∑
u≤t

η(eu) ≥ s}La proposition suivante est la dé
omposition d'It� du mouvement brownien en ex
ursions.Proposition 3.1. Le pro
essus indexé par R+ dé�nit 
omme suit :
Xs = et(s)(s−

∑
u<t(s)

η(eu))est un mouvement Brownien standard.Il est de plus possible de retrouver t(s) à partir de (Xs, s ≥ 0) : t(s) = Ls, où Ls est le tempslo
al en 0 :
Ls = lim

ǫ→0

1

2ǫ

∫ s

0

1|Xu|<ǫ duLa preuve de 
ette proposition se fait usuellement à rebours : on part d'une réalisation dumouvement brownien, on lui asso
ie la famille aléatoire de ses ex
ursions en les indexant parle temps lo
al en 0 auxquel elles débutent, et on montre que 
ette famille véri�e les propriétésvoulues pour être un pro
essus pon
tuel de Poisson d'intensité ν.On renvoie à l'ouvrage de Daniel Revuz et Mar
 Yor [4℄ pour plus de détails sur 
e résultat -et en parti
ulier au 
hapitre XII intitulé "Ex
ursions".3.2 Du 
al
ul sto
hastiqueQuelques mots rapides sur la théorie du 
al
ul sto
hastique - dont la preuve s'inspire -ainsi que quelques résultats qui nous serviront pour montrer l'invarian
e 
onforme du mouvementbrownien plan. En référen
e plus sérieuse, on pourra - ave
 pro�t - 
onsulter les notes de 
oursde Jean-François Le Gall [5℄.Le 
al
ul sto
hastique est l'étude d'une 
ertaine 
lasse de pro
essus 
ontinus, que l'on nommesemimartingales 
ontinues. Ce sont les pro
essus pouvant se dé
omposer de la manière suivante
Xt = Mt + Atoù Mt est une martingale lo
ale, 
'est à dire un pro
essus évoluant toujours sans biais (à peude 
hoses près on a la propriété de martingale 
lassique : pour s < t, E[Mt|Fs] = Ms) , et où

At est un pro
essus à variation �nie : 
'est-à-dire tel que, pour tout t, la variation totale de
(As, 0 ≤ s ≤ t) soit preque sûrement �nie :

sup
0≤t1<t2<...<tn≤t

∑
1≤i<n

|Ati+1
− Ati | < ∞ p.s.A noter que la dé
omposition d'une semimartingale 
ontinue en une partie martingale lo
aleet une partie à variation �nie est toujours non-ambigüe. On rappelle que l'exemple type demartingale (lo
ale) est le mouvement brownien, qui n'est pas à variation �nie - 
onséquen
e desa propriété de 
hangement d'é
helle. 7



A toute martingale lo
ale Mt, on peut asso
ier un pro
essus à variation �nie, que l'on note
〈Mt,Mt〉, et nommé sa variation quadratique. C'est l'unique pro
essus 
roissant At tel queM2

t −Atsoit une martingale. Dans le 
as où la martingale 
onsidérée est le mouvement brownien standard,on a 〈Bt, Bt〉 = t. En fait, si Mt est une martingale lo
ale, alors il existe toujours un mouvementbrownien Bs tel que Mt = B〈Mt,Mt〉.Pour �nir, rappellons la formule d'It�.Proposition 3.2. Soit Xt = Mt + At une semimartingale 
ontinue, et f une fon
tion C2 de Rdans R. Alors f(Xt) est une semi-martingale 
ontinue, et l'on 
onnaît sa dé
omposition :
df(Xt) = f ′(Xt)dMt + [

1

2
f ′′(Xt)d〈Mt,Mt〉+ f ′(Xt)dAt]Cette formule se généralise pour des fon
tions à plusieurs variables, et elle permet de montrerla jolie propriété suivante sur le mouvement brownien bidimensionnel.3.3 De l'invarian
e 
onforme du mouvement brownien planSoit D et D′ deux domaines ouverts du plan 
omplexe, et Φ : D → D′ une appli
ation
onforme non 
onstante. Quitte à translater, on peut supposer en toute généralité que 0 ∈ D etque Φ(0) = 0. Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien plan partant de 0 et arrêté au temps desortie du domaine D. La propriété d'invarian
e 
onforme du mouvement brownien - due à PaulLévy - s'énon
e 
omme suit.Proposition 3.3. Il existe une reparamétrisation t(s) telle que (Φ(Bt(s)), s ≥ 0) soit un mouve-ment brownien plan partant de 0 arrêté au temps de sortie de D′.Cette reparamétrisation est donnée par s(t) =

∫ t

0
|Φ′(Bu)|2du.La reparamétrisation temporelle est une 
onséquen
e de l'invarian
e par 
hangement d'é
helledu mouvement brownien : lorsqu'on dilate en espa
e par λ, il faut dilater le temps par λ2. I
i,on a lo
alement une dilatation spatiale d'un fa
teur λ = |Φ′(Bu)|, et don
 un temps in�nitésimal

du passé dans D doit 
orrespondre à un temps |Φ′(Bu)|2du dans D′.La démonstration de la propriété d'invarian
e 
onforme est une 
onséquen
e élémentaire dela théorie du 
al
ul sto
hastique, et utilise intensivement la formule d'It�.Preuve. E
rivons en 
oordonnées notre appli
ation 
onforme : Φ(x+ iy) = (f(x, y), g(x, y)). Ona alors que f et g véri�ent les relations de Cau
hy-Riemann :
∂f

∂x
=

∂g

∂y
∂f

∂y
= −∂g

∂xDé
omposons le mouvement brownien en partie réelle et partie imaginaire : Bt = B1
t + iB2

t .Le but est de montrer que f(Bt(s)) et g(Bt(s)) sont deux mouvements browniens unidimensionnelsindépendants, où t(s) est la reparamétrisation dé�nie plus haut.Montrons tout d'abord que f(Bt) est une martingale lo
ale. La formule d'It� donne :8



d(f(Bt)) =
∂f

∂x
(Bt)dB

1
t +

∂f

∂y
(Bt)dB

2
t +

1

2
[
∂2f

∂x2
(Bt) +

∂2f

∂y2
(Bt)]dt
ar d〈B1

t , B
2
t 〉 = 0 par indépendan
e.Or, en di�éren
iant habilement les relations de Cau
hy-Riemann :

∂2f

∂x2
=

∂2g

∂x∂y
= −∂2f

∂y2Ainsi le terme à variation �nie se simpli�e :
d(f(Bt)) =

∂f

∂x
(Bt)dB

1
t +

∂f

∂y
(Bt)dB

2
tDe même, g(Bt) est une martingale lo
ale :

d(g(Bt)) =
∂g

∂x
(Bt)dB

1
t +

∂g

∂y
(Bt)dB

2
tComme toutes martingales lo
ales, f(Bt) et g(Bt) ont la loi de mouvements browniens repara-métrés en temps par leurs variations quadratiques. Montrons don
 que 
es variations quadratiquessont les mêmes. C'est en
ore une 
onséquen
e des relations de Cau
hy-Riemann :

d〈f(Bt), f(Bt)〉 = [
∂f

∂x
(Bt)

2+
∂f

∂y
(Bt)

2]dt = |Φ′(Bt)|2dt = [
∂g

∂y
(Bt)

2+
∂g

∂x
(Bt)

2]dt = d〈g(Bt), g(Bt)〉Ainsi, f(Bt(s)) et g(Bt(s)) sont deux mouvements browniens unidimensionnels. Reste à montrerqu'ils sont indépendants, fait résultant - à nouveau - des relations de Cau
hy-Riemann :
d〈f(Bt), g(Bt)〉 = [

∂f

∂x
(Bt)

∂g

∂x
(Bt) +

∂f

∂y
(Bt)

∂g

∂x
(Bt)]dt = 0Ce qui 
on
lut la preuve de l'invarian
e 
onforme du mouvement brownien plan.

�3.4 De la mesure des ex
ursions browniennes bidimensionnellesEtant donné un domaine ouvert D simplement 
onnexe du plan 
omplexe à bord régulier,et un point x sur son bord, on 
her
he à dé�nir une mesure qui représenterait les ex
ursions dumouvement brownien dans D partant du point x.Par invarian
e 
onforme du mouvement brownien, il su�t de 
onstruire 
ette mesure dans ledemi-plan supérieur H, en faisant partir les ex
ursions de 0.Lançons don
 un mouvement brownien bidimensionnel dans C du point 0. Il est fa
ile de
onstruire, 
omme dans le 
as unidimensionnel, une mesure de probabilité sur l'espa
e Fǫ desex
ursions s'aventurant au-delà de la ligne ℜ(z) = ǫ > 0. Soit T le premier temps où ℑ(Bt)atteint la valeur ǫ, on asso
ie alors à 
ette traje
toire du brownien son ex
ursion du mouvementbrownien hors de la droite réelle 
ontenant le temps T , et translatée du réel adéquat de tellesorte que son point de départ soit 0. On obtient une mesure de probabilités µǫ sur 
ertainestraje
toires bidimensionnelles. Les parties réelles et imaginaires d'un mouvement brownien plan9



étant indépendantes, on se 
onvain
 qu'une traje
toire aléatoire Et = (Bt, et) de loi µǫ a lastru
ture suivante : et a la loi d'une ex
ursion brownienne unidimensionnelle 
onditionnée à êtrepositive et de taille supérieure à ǫ, Bt est un mouvement brownien unidimensionnel arrêté autemps η(et), et Bt et et sont indépendants - jusqu'au temps de retour η(et).La mesure µ sur les ex
ursions browniennes bidimensionnelles se 
onstruit alors 
omme à unedimension, en 
onsidérant la limite des mesures 1
ǫ
µǫ lorsque ǫ tend vers 0.On souhaite maintenant 
al
uler la mesure m sur R ∪ {∞} représentant le point de sortiedes ex
ursions browniennes, 
'est-à-dire la mesure m, image de µ par l'appli
ation qui à uneex
ursion asso
ie son point de sortie de H.Avant toute 
hose, notons, par exemple 
omme 
onséquen
e du fait que le mouvement brow-nien plan évite les points, que la mesure m ne 
harge pas les points. En parti
ulier, m({∞}) = 0,et on peut don
 identi�er m à sa restristion à R.On va montrer le résultat suivant sur la mesure m.Proposition 3.4. Quitte à 
hanger la normalisation de la mesure µ des ex
ursions browniennesbidimensionnelles, la mesure m de leur point de sortie véri�e :

m(dy) =
dy

y2Preuve. Le mouvement brownien - et don
 les ex
ursions browniennes - sont invariantes parles appli
ations 
onformes. Si λ est un réel stri
tement positif, on note Dλ l'automorphisme
onforme de H qui agit par dilatation d'un fa
teur λ. La propriété d'invarian
e 
onforme s'éno
ealors 
omme suit : il existe un réel stri
tement positif αλ tel que D∗
λµ = αλµ. On peut 
al
ulerfa
ilement 
e 
oe�
ient αλ. En e�et, la mesure µ a été 
onstruite de telle sorte que µ(Fǫ) = 1/ǫ.Ainsi, D∗

λµ(Fǫ) = µ(F ǫ

λ
) = λ/ǫ = λµ(Fǫ). Et don
, αλ = λ.Ce qui implique la même propriété de 
hangement d'é
helle sur la mesurem : on aD∗

λm = λm.En parti
ulier, si a et un réel stri
tement positif, m([a,+∞[) = λ m([λa,+∞[).Moyennant un petit détail, on peut alors 
on
lure. Enonçons d'abord le détail sous la 
ommodeforme d'un lemme :Lemme 3.5. La mesure m véri�e le fait suivant : m([1,+∞[) < ∞Le résultat en dé
oule : il est évident que m([1,+∞[) > 0. Quitte à multiplier par un s
alaire,on peut don
 supposer que m([1,+∞[) = 1. Or, pour tout réel stri
tement positif a, on a l'égalitésuivante :
m([a,+∞[) =

1

a
m([1,+∞[) =

1

aOn a en quelque sorte la fon
tion de répartition de m sur R+. Ce qui su�t pour montrer quesur R+, m 
oïn
ide ave
 un multiple de la mesure dy/y2.Le problème étant invariant sous la symétrie x+ iy 7→ −x+ iy, on 
on
lut sur R tout entierque m est proportionnelle à la mesure dy/y2. �Attaquons-nous maintenant au lemme qui assure la �nitude - en un 
ertain sens - de la mesure
m. 10



Preuve du Lemme. Le but est de montrer que, bien que la mesure sur les ex
ursions brow-niennes soit in�nie, seul un poids �ni d'entre elles s'éloignent ma
ros
opiquement de 0. Pour 
ela,on va essayer d'obtenir une estimée sur le dépla
ement horizontal d'une ex
ursion dont la tailleverti
ale est supérieure à ǫ.Etant donnée une ex
ursion aléatoire (Et, t ≥ 0) distribuée sous la loi µǫ, 
onsidérons les deuxvariables aléatoires suivantes : son temps de vie, Tǫ = η(E), ainsi que son dépla
ement horizontal
Hǫ = ℜ(Eη(E)). Conditionnellement à Tǫ, la variable aléatoire Hǫ est une gaussienne de varian
e
Tǫ. Couplons Tǫ ave
 une variable aléatoire T̃ǫ, de telle sorte que T̃ǫ ≥ Tǫ presque sûrement. En
onsidérant une variable aléatoire Xǫ qui soit 
onditionnellement à T̃ǫ une gaussienne de varian
e
T̃ǫ, l'inégalité suivante aura lieu :

P[Hǫ ≥ 1] ≤ P[Xǫ ≥ 1]Le lemme dé
oulera alors d'une estimée sur les variables aléatoires Xǫ.Le 
ouplage entre Tǫ et T̃ǫ se réalise de la manière suivante : faisons évoluer un mouvementbrownien Bt partant de 0 dans le plan. On le 
ouple ave
 un autre mouvement brownien B̃t
omme suit : Bt = B̃t jusqu'au premier temps où ℑ(Bt) atteint la valeur ǫ. Après 
e temps, onlaisse B̃t évoluer symétriquement à Bt, en posant B̃t = iǫ − Bt. On dé�nit alors T̃ǫ le premiertemps où ℑ(Bt) atteint la valeur 2ǫ. Ce temps 
orrespond pour Bt à la �n de la première ex
ursionde taille verti
ale supérieure à ǫ. Ainsi, si l'on 
onstruit les ex
ursions aléatoires Et à partir dumouvement brownien Bt, on a l'inégalité presque sûre T̃ǫ ≥ Tǫ.Dernier point de la preuve : 
ontr�ler les variables aléatoires Xǫ, gaussiennes de varian
e T̃ǫ,distribuées en loi selon le dépla
ement horizontal d'un mouvement brownien plan partant de 0au temps d'atteinte de la droite y = ǫ.On peut en fait 
onnaître assez pré
isément la loi de Xǫ via le 
al
ul de sa transforméede Fourier. Commençons par la remarque suivante : l'invarian
e du mouvement brownien pardilatation d'un fa
teur 2 donne que X2ǫ a même loi que 2Xǫ. D'autre part, en utilisant la propriétéde Markov pour le mouvement brownien au temps T̃ǫ, on voit que X2ǫ est distribué en loi 
ommela somme de deux 
opies indépendantes de Xǫ.En terme de transformée de Fourier, on a don
 la propriété suivante :
X̂ǫ(2ξ) = E[e−i2ξXǫ ] = E[e−iξX2ǫ ] = (E[e−iξXǫ ])2 = X̂ǫ(ξ)

2Par symétrie de la loi de Xǫ, les X̂ǫ(ξ) sont des réels. L'égalité 
i-dessus X̂ǫ(ξ) = X̂ǫ(
ξ

2
)2implique alors que X̂ǫ(ξ) est un réel positif.Un raisonnement similaire montre que pour tout entier positif n, X̂ǫ(nξ) = X̂ǫ(ξ)

n. Le mêmerésultat pour tout rationnel posti�f en dé
oule, puis pour tout réel positif par 
ontinuité. De plus,la loi de Xǫ étant symétrique, on a X̂ǫ(−ξ) = X̂ǫ(ξ).Ainsi, en posant aǫ = X̂ǫ(1), on a d'une part X̂ǫ(ξ) = a
|ξ|
ǫ et d'autre part, aǫ = aǫ1.Or, la transformée de Fourier est inje
tive sur les mesures de probabilité. On va don
 obtenirla densité de la loi de Xǫ en 
al
ulant la transformée de Fourier inverse de a

|ξ|
ǫ :

11



1

2π

∫ +∞

−∞

eixξa|ξ|ǫ dξ =
1

2π

∫ +∞

−∞

eixξ+|ξ| log(aǫ)dξ

=
1

2π
[

∫ 0

−∞

eξ(ix−log(aǫ))dξ +

∫ +∞

0

eξ(ix+log(aǫ))dξ]

=
1

2π
[− 1

ix− log(aǫ)
+

1

ix+ log(aǫ)
]

=
1

π

log(aǫ)

log(aǫ)2 + x2Ce qui permet d'obtenir la majoration suivante sur m([1,+∞[) :
m([1,+∞[) = lim

ǫ→0

1

ǫ
P[Hǫ ≥ 1]

≤ lim
ǫ→0

1

ǫ
P[Xǫ ≥ 1]

= lim
ǫ→0

1

ǫ

∫ +∞

1

1

π

log(aǫ)

log(aǫ)2 + x2
dx

= lim
ǫ→0

∫ +∞

1

1

π

log(a1)

ǫ2 log(a1)2 + x2
dx

=

∫ +∞

1

log(a1)

πx2
dx < ∞On a don
 bien le résultat voulu.

�4 Constru
tion des mouvements browniens semi-ré�é
hisSoit C une 
ourbe de Jordan C∞ de R2 séparant 0 du point ∞. Elle dé
oupe le plan endeux domaines ouverts simplement 
onnexes, l'un borné, son intérieur, que l'on notera Di, l'autrenon borné, son extérieur, que l'on notera De. On 
her
he à 
onstruire une famille de pro
essusparamétrés par p ∈ [0, 1] qui se 
omportent 
omme le mouvement brownien hors de la 
ourbe
C, et qui, au 
onta
t de C, s'aventurent vers l'extérieur - dans De - ave
 probabilité p et versl'intérieur - dans Di - ave
 probabilité 1− p.La démar
he qui suit permet de 
onstruire pour tout p ∈ [0, 1] un pro
essus qui semble êtreun bon 
andidat pour mériter le nom de mouvement brownien semi-ré�é
hi de paramètre p.On va 
onstruire 
es mouvements browniens semi-ré�é
his en 
ollant des ex
ursions brow-niennes sur la 
ourbe C. Donnons nous don
 deux pro
essus pon
tuels de Poisson indépendantsd'ex
ursions browniennes partant de 0 dans le demi plan supérieur H. On 
hoisit, 
omme nor-malisation pour la mesure µ sur les ex
ursions browniennes, 
elle qui donne une mesure du pointd'arrivée des ex
ursions égale à dy/2y2. L'un des 
es pro
essus pon
tuels, (e′t)t≥0, désignera lesex
ursions que l'on veut faire partir vers l'intérieur, tandis que l'autre pro
essus, (et)t≥0, désignerales ex
ursions partant vers l'extérieur. 12



Pour transformer 
es ex
ursions dans H partant de 0 en des ex
ursions partant d'un point xde la 
ourbe C dans Di ou De, on utilisera les appli
ations 
onformes suivantes :
Φλ : H → D

z 7→ eiλzoù λ est un réel positif, appli
ation qui envoie 0 sur 1 et ∞ sur 0.On utilisera également
Φi

x : D → Dil'unique appli
ation 
onforme envoyant 0 sur 0 ainsi que 1 sur un point x de C.De même on usera de
Φe

x : D → Del'unique appli
ation 
onforme envoyant 0 sur ∞ ainsi que 1 sur un point x de C.La 
omposée Φi
x ◦ Φλ permet alors d'envoyer une 
ertaine ex
ursion partant de 0 dans H surune ex
ursion partant de x dans Di, après avoir 
hangé sa "taille" d'un fa
teur λ.Pour envoyer une de 
es ex
ursions dans H vers une ex
ursions hors de C, il su�ra don
 de
onnaître son point de départ, et la dilatation (paramètre λ) qu'on souhaite lui appliquer. Or, ona vu heuristiquement que la dilatation que l'on aura besoin d'appliquer ne dépend que du pointde la 
ourbe dont on veut faire partir l'ex
ursion. Ainsi, pour 
onstruire le pro
essus qui nousintéresse, les ex
ursions étant données, il nous manque uniquement de savoir de quel point de la
ourbe C on veut faire partir 
haque ex
ursion. On 
her
he don
 à 
onstruire un 
ertain pro
essusde positions sur la 
ourbe C qui sera en un 
ertain sens les 
onta
ts de notre mouvement browniensemi-ré�é
hi ave
 la 
ourbe C.C'est 
e pro
essus de positions sur la 
ourbe C que l'on va 
onstruire par approximations, en
oupant à des é
helles δ de plus en plus petites nos deux familles d'ex
ursions : dans le 
as oùil n'y a p.s. qu'un nombre �ni d'ex
ursions pendant un temps �ni (
e qui est le 
as lorsque l'on
oupe les petites ex
ursions à partir d'une 
ertaine é
helle), il est aisé de bien dé�nir 
e pro
essusde points de la 
ourbe C.On utilisera pour 
ela une paramétrisation sympathique de C : 
hoisissons arbitrairement unpoint x0 de la 
ourbe C, et 
onsidérons le prolongement de l'appli
ation Φi

x0
au bord de D (quel'on voit 
omme R/2πZ). On a ainsi un C∞-di�éomorphisme de R/2πZ dans la 
ourbe C, qui serelève en une appli
ation de R dans C. Dorénavant, on abusera de 
ette identi�
ation. On 
her
hemaintenant à 
omprendre le point d'arrivée d'une ex
ursion intérieure ou extérieure sa
hant sonpoint de départ et sa taille.Etant donnée une ex
ursion e partant de 0 dans H, on note l(e) ∈ R sa taille algébrique,
'est-à-dire l'abs
isse de son point d'arrivée dans R. Si l'on 
olle une ex
ursion de taille l d'unpoint d'abs
isse Θx par Φi

x ◦ Φλ, l'ex
ursion arrivera en un point de C paramétré par Θx + λl.Si l'on 
olle 
ette ex
ursion vers l'extérieur (par Φe
x ◦ Φλ), 
'est un peu plus 
ompliqué 
ar laparamétrisation que l'on avait 
hoisie était 
ompatible ave
 Φi

x, mais ne l'est pas for
ément ave

Φe

x . Le point d'arrivée sera ainsi Θx + Fx(λl), où Fx est un C∞-di�éomorphisme de R/2πZ (etque l'on peut voir et verra 
omme un C∞-di�éomorphisme de R, en 
hoisissant, pour 
onditioninitiale du relèvement, Fx(0) = 0.Pour approximer le pro
essus de positions sur la 
ourbe à é
helle δ, on néglige dans le pro
essuspon
tuel de Poisson les ex
ursions de taille |l(e)| supérieure à δ. Choisissons de re
oller les13



ex
ursions intérieures par Φi
x ◦ Φ1, et les extérieures par Φe

x ◦ Φr(x) où l'on a posé
r(x) =

p

1− p

|Φi′

x(1)|
|Φe′

x (1)|Introduisons alors la fon
tion l 7→ Fx(r(x)l). On dé
ompose alors Fx(r(x)l) = λxl+ Vx(l), où
λx est le réel tel que λxl est l'approximation de Fx au premier ordre. La partie assymétrique Vxest alors d'ordre supérieur à 2. De plus, on a, puisque Fx est lisse, et par 
ompa
ité de la 
ourbede Jordan (C), les quatre estimées suivantes qui s'avèreront fort utiles par la suite :

|λx| ≤ C1

|λx − λy| ≤ C2|x− y|
|Vx(l)| ≤ C3l

2

|Vx(l)− Vy(l)| ≤ C4|x− y|l2où les Ci sont des 
onstantes positives.Donnons-nous une mesure de probabilité portée par la 
ourbe C, et 
hoisissons une variablealéatoire Θ0 distribuée selon 
ette loi. Construisons alors le pro
essus de positions sur la 
ourbepartant de Θ0 et approximé à é
helle δ. Au temps initial, on 
hoisit Θδ
0 = Θ0, et on pose pour

t > 0 :
Θδ

t = Θδ
0 +

∑
0≤s≤t

l(e
′δ∞
s ) + FΘδ

s−
(l(eδ∞s ))où eabs désigne les ex
ursions du pro
essus pon
tuel de Poisson telles que a < |l(es)| ≤ b, etoù

f(t−) = lim
sրt

f(s)Comme il n'y a preque sûrement - pendant un temps �ni - qu'un nombre �ni d'ex
ursions detaille supérieure à δ, la dé�nition de (Θδ
t , t ≥ 0) fait sens. On remarque que le pro
essus ainsidé�ni est 
àdlàg.On a alors la propriété suivante sur les pro
essus (Θδ

t , t ≥ 0) lorsque δ tend vers 0.Proposition 4.1. Il existe un temps d'arrêt T tel qu'on ait l'estimée suivante - pour δ′ < δ :
E[ sup

0≤t<T

|Θδ′

s −Θδ
s|2] ≤ Kδoù K est une 
ertaine 
onstante positive.En 
onséquen
e, on a 
onvergen
e presque sûre en norme uniforme de la famille de pro
essus

(Θδ
t , 0 ≤ t < T ) le long de sous-suites, vers un unique pro
essus limite (Θt, 0 ≤ t < T ).Preuve. On va 
ommen
er par évaluer la norme L2 de la di�éren
e entre deux approximationsaux é
helles δ′ < δ. Tout d'abord, nommons les 
inq termes qui apparaîtront dans 
ette di�éren
e.Trois termes sont des martingales :

M1
t =

∑
0≤s≤t

l(e
′δ′δ
s )14



M2
t =

∑
0≤s≤t

λΘδ′

s−

l(eδ
′δ
s )

M3
t =

∑
0≤s≤t

[λΘδ′

s−

l(eδ∞s )− λΘδ
s−
l(eδ∞s )]Et deux termes sont de type "à variation �nie" :

A1
t =

∑
0≤s≤t

VΘδ′

s−

(l(eδ
′δ
s ))

A2
t =

∑
0≤s≤t

[VΘδ′

s−

(l(eδ∞s ))− VΘδ
s−
(l(eδ∞s ))]Alors, on a :

Θδ′

t −Θδ
t = M1

t +M2
t +M3

t + A1
t + A2

tL'identité 
lassique 2ab ≤ a2 + b2 permet obtenir l'identité moins 
lassique mais tout aussiélémentaire (∑1≤i≤5 ai)
2 ≤ 9

∑
1≤i≤5 a

2
i , ave
 laquelle on majore dans l'égalité pré
édente le 
arréde la somme par la somme des 
arrés :

|Θδ′

t −Θδ
t |2 = 9((M1

t )
2 + (M2

t )
2 + (M3

t )
2 + (A1

t )
2 + (A2

t )
2)Pour 
ontr�ler 
e
i, il est 
ommode d'introduire le temps d'arrêt suivant :

T = min{inf{t ≥ 0,
∑
0≤s≤t

l(es)
2 ≥

√
t}, inf{t ≥ 0, l(et) ≥ 1 ou l(e′t) ≥ 1}, t0}où

t0 = min{ 1

4(max{36C2
2 , 9C

2
4})2

,
1

2
} < 1est une 
onstante dont l'intérêt apparaîtra sous peu.Prenons alors le supremum de |Θδ′

t −Θδ
t |2 sur l'intervalle de temps [0, T ].

E[ sup
0≤t<T

|Θδ′

s −Θδ
s|2] ≤ 9(E[ sup

0≤t<T

(M1
t )

2] + E[ sup
0≤t<T

(M2
t )

2] + E[ sup
0≤t<T

(M3
t )

2]

+E[ sup
0≤t<T

(A1
t )

2] + E[ sup
0≤t<T

(A2
t )

2])Notons que, sur l'intervalle de temps [0, 1], les trois pro
essus M i
t∧(T−) sont des martingalesbornées dans L2. Par exemple, pour M1

t :
E[(M1

t )
2] = E[(

∑
0≤s≤t

l(e
′δ′δ
s ))2]

= E[
∑
0≤s≤t

l(e
′δ′δ
s )2]

= t

∫ δ

δ′
y2

dy

y2
= t(δ − δ′)15



Mentionnons que l'égalité E[(
∑

0≤s≤t l(e
′δ′δ
s ))2] = E[

∑
0≤s≤t l(e

′δ′δ
s )2], aussi intuitive qu'ellepuisse paraître, n'est pas immédiate à établir, en raison du nombre aléatoire de termes quiapparaissent dans la somme. Un argument 
omplet pourrait utiliser le théorème de 
onvergen
edominée, ainsi qu'un ensemble dense de temps d'arrêts déterministes (par exemple les dyadiques).Le 
ara
tère borné dans L2 des trois martingales M i

t∧(T−) étant noté, on applique l'inégalitéde Doob L2 :
E[ sup

0≤t<T

(M i
t )

2] ≤ 4E[(M i
T−)

2]Ce
i va permettre de majorer 
omme l'on souhaite les termes martingales :
E[(M1

T−)
2] = E[

∑
0≤s<T

l(e
′δ′δ
s )2] ≤ E[

∑
0≤s<1

l(e
′δ′δ
s )2] = δ − δ′ ≤ δDe même pour la deuxième martingale :

E[(M2
T−)

2] = E[
∑

0≤s<T

λ2
Θδ′

s−

l(eδ
′δ
s )2] ≤ C2

1E[(
∑

0≤s<T

l(eδ
′δ
s ))2] ≤ C2

1δLa troisième martingale donne une majoration moins sympathique :
E[(M3

T−)
2] = E[(

∑
0≤s<T

[λΘδ′

s−

l(eδ∞s )− λΘδ
s−
l(eδ∞s )])2] ≤ E[

∑
0≤s<T

[λΘδ′

s−

l(eδ∞s )− λΘδ
s−
l(eδ∞s )]2]Ainsi,

E[(M3
T−)

2] ≤ C2
2E[

∑
0≤s<T

|Θδ′

s− −Θδ
s−|2 l(eδ∞s )2] ≤ C2

2E[ sup
0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2

∑
0≤s<T

l(eδ∞s )2]Utilisons alors la dé�nition du temps d'arrêt T pour majorer ∑0≤s<T l(eδ∞s )2 :
E[(M3

T−)
2] ≤ C2

2E[ sup
0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2

√
T ] ≤ C2

2

√
t0E[ sup

0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2]D'autre part, majorons les termes à variation �nie :

E[ sup
0≤t<T

(A1
t )

2] ≤ E[(
∑

0≤s<T

C3l(e
δ′δ
s )2)2] ≤ C2

3E[(
√
T

∑
0≤s<T

l(eδ
′δ
s )2] ≤ C2

3E[
∑

0≤s<1

l(eδ
′δ
s )2] ≤ C2

3δEn�n, 
ontr�lons le dernier des 
inq termes :
E[ sup

0≤t<T

(A2
t )

2] ≤ E[(
∑

0≤s<T

C4l(e
δ∞
s )2|Θδ′

s −Θδ
s|)2] ≤ C2

4E[ sup
0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2(

∑
0≤s<T

l(eδ∞s )2)2]On en déduit :
E[ sup

0≤t<T

(A2
t )

2] ≤ C2
4E[ sup

0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2

√
T

2
] ≤ C2

4 t0E[ sup
0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2]16



Au �nal, on somme les di�érentes majorations pour obtenir :
E[ sup

0≤t<T

|Θδ′

s −Θδ
s|2] ≤ 9(4(δ+C2

1δ+C2
2

√
t0E[ sup

0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2])+C2

3δ+C2
4 t0E[ sup

0≤u<T

|Θδ′

u −Θδ
u|2])Ce que l'on s'empresse de réé
rire plus simplement :

E[ sup
0≤t<T

|Θδ′

s −Θδ
s|2] ≤ K1δ +K2(t0 +

√
t0)E[ sup

0≤s<T

|Θδ′

s −Θδ
s|2]où K1 = 36 + 36C2

1 + 9C2
3 et K2 = max{36C2

2 , 9C
2
4}Le 
hoix étonnant de t0 avait don
 été fait de telle sorte que K2(t0 +

√
t0) < 1L'inégalité 
i-dessus peut don
 se réé
rire :

E[ sup
0≤t<T

|Θδ′

s −Θδ
s|2] ≤

K1

1−K2(t0 +
√
t0)

δDe 
ette inégalité on peut déduire la 
onvergen
e presque sûre en norme uniforme le long desous-suites bien 
hoisies : en e�et, en utilisant l'inégalité de Markov, on peut trouver une suitede réels (δn, n ≥ 0) telle que
P[ sup

0≤t<T

|Θδn+1
s −Θδn

s | > 2−n] ≤ 2−nOn utilise alors le lemme de Borel-Cantelli, qui montre que la suite de pro
essus (Θδn
t , 0 ≤ t <

T ) est presque sûrement de Cau
hy pour le norme uniforme. D'où la 
onvergen
e p.s. en normeuniforme, vers un pro
essus limite que l'on notera (Θt, 0 ≤ t < T ). L'uni
ité du pro
essus limitedé
oule d'arguments similaires.
�Il ne reste que quelques pas à faire pour �nir la 
onstru
tion du mouvement brownien semi-ré�é
hi. Avant toute 
hose, prolongeons le pro
essus limite obtenu (Θt, 0 ≤ t < T ) au temps t = Ten 
ollant 
omme il se doit (
'est-à-dire ave
 l'appli
ation d'uniformisation adéquate) l'éventuelleex
ursion ayant lieu en t = T . On peut alors itérer toute la 
onstru
tion pré
édente, en 
hoisissantpour distribution "initiale" Θ̃0 = ΘT , et en utilisant les familles d'ex
ursions ẽ′0 = ẽ0 = 0 et,pour t > 0, ẽ′t = e′T+t, ainsi que ẽ′t = et+T . Notons que ((ẽ′t, ẽt), t ≥ 0) est alors un pro
essus demême loi que ((e′t, et), t ≥ 0), indépendant de FT . En parti
ulier, appliquer le même 
onstru
tionave
 
es nouvelles données permet de prolonger le pro
essus Θt de l'intervalle [0, T ] à l'intervalle

[0, T + T̃ ], où T̃ est une variable aléatoire de même loi que T , indépendante de T .Or, on a le résultat suivant sur le temps d'arrêt T :Lemme 4.2. Le temps d'arrêt T est presque sûrement stri
tement positif.Don
, si (Ti, i ∈ N) est une suite iid de même loi que T , alors ∑i∈N Ti = ∞ presque sûrement.En itérant un nombre dénombrable de fois la 
onstru
tion pré
édente, on obtient don
 unpro
essus 
àdlàg de positions sur la 
ourbe C, dé�ni pour tout temps positif : (Θt, t ≥ 0).Le mouvement brownien semi-ré�é
hi partant de 0 sera don
 ainsi dé�ni : faisons partir unmouvement brownien de 0, et arrêtons le à son premier 
onta
t ave
 la 
ourbe C. Ce
i nous donneune distribution initiale Θ0 à partir de laquelle on déduit un pro
essus (Θt, t ≥ 0) de positionssur la 
ourbe. De 
e pro
essus de positions, on déduit un pro
essus à valeurs dans le plan en17




ollant l'ex
ursion et (respe
tivement e′t) à l'aide de l'appli
ation adéquate, en 
hoisissant 
ommepoint de départ Θt−. Le point d'arrivée de l'ex
ursion et (respe
tivement e′t) ainsi 
ollée est alors
Θt.Ne reste plus qu'à paramétrer de manière naturelle en temps le pro
essus ainsi 
onstruit (ens'inspirant de la reparamétrisation utilisée dans la propriété d'invarian
e 
onforme du mouvementbrownien plan). On obtient en�n un pro
essus qui pourrait bien mériter le nom de mouvementbrownien semi-ré�é
hi.Reste à montrer le lemme sur la stri
te positivité presque sûre du temps d'arrêt T .Preuve du Lemme. On rappelle la dé�nition de T :

T = min{inf{t ≥ 0,
∑
0≤s≤t

l(es)
2 ≥

√
t}, inf{t ≥ 0, l(et) ≥ 1 ou l(e′t) ≥ 1}, t0}où t0 est une 
ertaine 
onstante stri
tement positive.Commençons par noter que inf{t ≥ 0, l(et) ≥ 1} est presque sûrement stri
tement positif. Ene�et, 
ela résulte du fait que la mesure (pour µ) des ex
ursions de taille supérieure à 1 est �nie- 
e qui implique qu'il n'y a presque sûrement qu'un nombre �ni d'ex
ursion de taille supérieureà 1 dans l'intervalle de temps [0, 1]. Considérons An, l'ensemble des aléas tels qu'il n'y a pasd'ex
ursions de taille stri
tement supérieure à 1 sur l'intervalle de temps [0, 2−n]. Par 
e quipré
ède, la réunion des An est de mesure 1.Montrons alors, pour 
on
lure, que inf{t ≥ 0,

∑
0≤s≤t l(es)

2 ≥
√
t} est également presquesûrement stri
tement positif.On 
her
he don
 à majorer le pro
essus 
roissant suivant : Yt =
∑

0≤s≤t l(es)
2. Intéressons-nous, pour n0 ∈ N, à la quantité suivante :

P(∀t ≤ 2−n0, Yt <
√
t) ≥ P(∀n ≥ n0, Y2−n ≤

√
2−(n+1))

≥ P(∀n ≥ n0, Y2−n − Y2−(n+1) ≤
√
2−(n+1) −

√
2−(n+2))Or, Y2−n − Y2−(n+1) a même loi que Y2−(n+1). De plus, la fon
tion ra
ine étant en-dessous deses tangentes, on a l'inégalité suivante : √2−(n+1) −

√
2−(n+2) ≥ 2−

n+3
2 .Ainsi, en se plaçant sur l'évènement An0, 
'est à dire en 
onditionnant à 
e qu'il n'y ait pasde grands sauts pendant l'intervalle de temps [0, 2−n0] - 
e qui revient à ignorer les grands sauts :

P(∃t ≤ 2−n0, Yt ≥
√
t|An0) ≤

∑
n≥n0

P(Y2−(n+1) > 2−
n+3
2 |An0)

≤
∑
n≥n0

E[Y2−(n+1) |An0]

2−
n+3
2

≤
∑
n≥n0

2−(n+1)
∫ 1

0
y2 dy

y2

2−
n+3
2

=
∑
n≥n0

2−(n+1)

2−
n+3
2

=
∑
n≥n0

2−
(n−1)

2 =

√
2
2−n0

√
2− 118



On en déduit, 
omme les évènements {∃t ≤ 2−n0, Yt ≥
√
t} sont dé
roissants, que sur l'évè-nement An0 , le temps d'arrêt inf{t ≥ 0,

∑
0≤s≤t l(es)

2 ≥
√
t} est presque sûrement stri
tementpositif.La réunion des An0 étant de mesure totale, on en 
on
lut que inf{t ≥ 0,

∑
0≤s≤t l(es)

2 ≥
√
t}est presque sûrement stri
tement positif.Ainsi, T est stri
tement positif presque sûrement, 
e que l'on souhaitait démontrer.
�
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