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1 Introduction

Une question essentielle de la topologie est la classification des variétés,
qu’elles soient topologiques ou différentiables.

La classification en dimension 2 est connue depuis longtemps. A 'opposé,
en dimension supérieure ou égale a 5, le théoréme du h-cobordisme de Smale
affirme que deux variétés h-cobordantes sont difféomorphes. En revanche, dans
les dimensions intermédiaires 3 et 4, la situation est moins claire.

En dimension 4, la classification des variétés différentiables simplement
connexes compactes (orientables) & homéomorphisme preés se rameéne a celle
des formes quadratiques entieres : deux variétés sont homéomorphes si et seule-
ment si leurs formes d’intersection sont isomorphes. En revanche, bien que toute
forme quadratique soit la forme d’intersection d’une variété topologique, il existe
des formes qui ne peuvent étre réalisées par une variété différentiable.

On sait depuis les travaux de Donaldson [DK] que certaines variétés to-
pologiques n’admettent pas de structure différentiable, et qu’'inversement deux
variétés homéomorphes ne sont pas nécessairement difféomorphes.

Les polynomes de Donaldson, introduits au début des années 80, fournissent
des invariants des variétés de dimension 4 qui vont au-dela de la seule informa-
tion topologique, puisqu’ils permettent de différencier des variétés qui ont méme
forme d’intersection. Ces invariants, qui découlent de I’étude des connexions
anti-autoduales, font intervenir le groupe de jauge non abélien SU(2), ce qui les
rend parfois délicats a manipuler.

Récemment (1994), Seiberg et Witten ont introduit de nouveaux invariants
[W] dont 'utilisation est plus aisée. Ces invariants, et leurs propriétés dans le
cadre des variétés symplectiques, sont 'objet du présent mémoire, qui s’inspire
essentiellement des travaux de Taubes ([T3], [T4]) et d'un texte rédigé par
Friedrich ([F]).



2 Structures Spin‘ et spineurs

2.1 Structures Spin®¢

Définition 2.1 - On appelle algébre de Clifford de R™ euclidien, notée Cly,, le
quotient de 'algebre tensorielle TR™ par l'idéal engendré par les x @ x + ||z]|%.1
pour x € R™.

L’espace vectoriel R se plonge dans Cl,, et cette derniere est alors I’algebre
A unité engendrée par R" avec les relations z.x = —||z||?. Par polarisation, on
a également pour x et y éléments de R" C Cl,, z.y + y.x = —2(x,y).

L’algebre Cl,, est Zo-graduée et se subdivise en éléments de longueur paire
(C12) et impaire (Cl.). En outre, I'application de l’algebre extérieure A*R™
dans Cl,, qui & e;; A ... Ae;, associe e;;.... .¢;, est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

p

Enfin, on a le théoréme de classification des algebres complexifiées Cl,, @ C :
Théoréeme 2.2 - Cly, ®C = End(C2") et Clyyy1 ®C = End(C?") ®End(C2").
On définit alors le groupe Spin(n) C C12 de la fagon suivante.
Définition 2.3 - Spin(n) = {z;.... .z, z; € R", |lz;|| = 1}.

Proposition 2.4 - Pour tout élément q € Spin(n) et v € R", q.u.q”' € R™.
Ceci fournit une représentation p : Spin(n) — End(R"™) définie par p(q).v =
qv.qg"'. Limage de p est exactement SO(n), et son noyau est £1. Via p,
Spin(n) est donc un revétement double de SO(n). En particulier si n > 3,
c’est le revétement universel de SO(n).

On définit alors dans l’algebre complexifiée le groupe Spin(n).
Définition 2.5 - Spin®(n) = (Spin(n) x S1)/{£1} c Cl, ® C
On dispose d’une suite exacte
1 — Zg — Spin‘(n) 7, SO(n) x ST — 1

donnée par p°([g,2]) = (p(g),2%) on p désigne le revétement & deux feuillets
de SO(n) par Spin(n). Cette suite exacte permet de définir une spin® structure
comme un relevement d’une SO(n)-structure.

Définition 2.6 - Une spin®-structure sur une variété riemannienne orientée
X dotée du SO(n)-fibré principal P des repéres orthonormés directs est la
donnée de :

(1) un S*-fibré principal Py sur X, ou de fagon équivalente via la repré-
sentation canonique de U(1), un fibré en droites complexes L.

(2) un Spin®(n)-fibré principal Q sur X qui est, fibre par fibre, un revétement
double de P x x Py 1y via p°.



On peut alors caractériser de la facon suivante les fibrés en droites L qui
conviennent :

Proposition 2.7 - Un fibré en droites L correspond a une structure spin€ sur
X si et seulement si c1(L) = wa(P)mod?2 dans H?*(X,Zs).

Cette condition est beaucoup plus faible que ’existence d’une structure spin.
On peut montrer & 'aide du théoreme des coefficients universels que sur une
variété compacte orientable de dimension 4, ws(P) est toujours la réduction
modulo 2 d’une classe entiere, ce qui implique ’existence d’une structure spin®.

2.2 Fibré des spineurs

Soit X une variété de dimension paire n = 2k munie d’une structure spin®.
Spin(n) C Cl, ® C = End(A,,) par le théoreme 2.2. Spin®(n) possede donc une
représentation £ : Spin®(n) — U(A,), ou A, est un C-espace vectoriel de dimen-
sion 2. La représentation x est la restriction de la représentation irréductible
Cl, ® C — End(A,,) (on appelle cette action sur A,, la multiplication de Clif-
ford). Il est important de noter qu’a cause de I'isomorphisme d’espaces vectoriels
exhibé plus haut, I’algebre extérieure agit aussi par multiplication de Clifford.

La représentation « permet d’associer au fibré principal ) un fibré vectoriel
complexe S de rang 2 appelé fibré des spineurs. Les éléments de 'algebre de
Clifford, ainsi que les formes différentielles, agissent sur S par multiplication de
Clifford.

Soit maintenant I'élément v = i*.ej.ez.... .e, de Cl, ® C. On a v? = 1,
donc la multiplication de Clifford par v admet les deux valeurs propres +1.
L’élément v commute avec tous les éléments pairs de l'algebre de Clifford, et
anticommute avec les éléments impairs, et donc les deux sous-espaces propres,
qui sont chacun de dimension 257!, sont stables par les éléments pairs et sont
échangés par les éléments impairs. En particulier, comme Spin®(n) c CI% @ C,
la représentation x de Spin® se scinde en deux sous-représentations x* dont on
peut montrer qu’elles sont irréductibles.

Le fibré des spineurs se décompose en S = ST @& S~, S* correspondant 4 la
représentation x* de Spin®(n), c’est-a-dire que v agit par +1 sur S* et —1 sur
S~ . Les éléments pairs de ’algebre de Clifford préservent cette décomposition,
tandis que les éléments impairs permutent les deux facteurs.

Dans le cas de la dimension 4, ST et S~ sont des fibrés complexes de rang 2.
Une propriété remarquable de I’action de Spin® sur ST est que la multiplication
de Clifford par g.e” ot g € Spin a pour déterminant e?*, ce qui correspond
précisément au second facteur de la projection m de ) sur P X Pry(1). On a donc
L = det(S™).

On a d’autre part une décomposition A2R* = AT @A~ en formes autoduales
et anti-autoduales donnée par I'opérateur de Hodge * qui est I'involution de A?
définie par *(e; A e;) = ex A e lorsque (e;, e, ek, €;) est une base orthonormée
directe de R*. Pour a € AT, [aAa = [aA*a = [|af® Pour B € A,
[BAB=—=[BA*8=—[|B% Etalors [aAB= [(a,+3) = — [(a, 8) =
— [(B,*a) = — [ B A a, donc cette intégrale est nulle. Enfin on peut remar-
quer qu'une forme autoduale (ou antiautoduale) fermée vérifie d*w = 0, et est



automatiquement harmonique. De plus la projection sur A* d’une forme har-
monique est harmonique, donc toute 2-forme harmonique se décompose en une
partie autoduale et une partie antiautoduale. A cause de la correspondance
entre classes de cohomologie et formes harmoniques, la méme décomposition
s’applique & 'espace de cohomologie H? qui s’écrit H?> = H>T @ H?~. On note
b2i la dimension de H>*.

La décomposition S = ST @ S~ est compatible avec la décomposition de
Hodge, en ce sens qu'une forme anti-autoduale agit sur ST comme 0. En effet, si
on considere par exemple e;.es —e3.e4, par multiplication a gauche par 1’élément
inversible es.e; on obtient 1 — v dont le noyau est précisément ST. On a donc
A=.8" =0 et de méme AT.S™ = 0.

3 Opérateur de Dirac

Soit une spin®-structure ) sur une variété X de dimension n, correspondant
a une projection 7 : Q — P x Pyy(yy. Si on se fixe une connexion A sur Py(yy (ce
qu’on notera A € C(Py (1)), A et la connexion de Levi-Civita sur X induisent
une connexion sur @, et donc une dérivation covariante V4 sur les sections de

S.

Définition 3.1 - On appelle opérateur de Dirac sur le fibré des spineurs S,
associé a la connexion A, Uopérateur Dy : I'(S) — I'(S) défini par

n
Da® =) . VLi®

=1
ot (e;) désigne une base orthonormée quelconque.

Proposition 3.2 - L’opérateur Da est un opérateur différentiel elliptique
d’ordre 1, formellement autoadjoint.

(On rappelle qu'un opérateur est dit formellement autoadjoint lorsqu’il
vérifie [(Dg,v) = [(¢, Dy)).

De plus l'opérateur D4 envoie ST sur S™ et réciproquement. On notera DX
sa restriction & I'(ST) — I'(S7) (resp. D : T'(S™) — I'(ST)).

Soit A une forme de connexion sur Pyy(1), et Fi4 = dA sa courbure, qui est une
2-forme sur X & valeurs imaginaires pures. On a notamment ¢y (L) = 5=F4 (on
prend cette définition de la classe de Chern au lieu de la définition plus usuelle
a(lL) = %FA afin d’avoir égalité entre classe de Chern et classe d’Euler et de
pouvoir la calculer a partir des zéros d’une section. Voir [LB]).

Proposition 3.3 (formule de Weitzenbick) - Pour toute section ® de S, on a
l’égalité

R
4
ou R désigne la courbure scalaire de X, et Fg agit par multiplication de Clifford
Fp.= Zi<j Fa(ei,ej)ei.ej.0.

1
D%® = (VAY'VAD 4+ =& + SFa.®



L’indice de Popérateur D} : T'(ST) — I'(S™) peut alors étre calculé grace
au théoreme de I'indice d’Atiyah-Singer.

Théoréme 3.4 - Si on note c la classe de Chern c1(L) du fibré L, lindice sur
C de D}, Ind(D}) = dimKer(D}) — dim Coker(DY), vérifie

Ind(D}) = (/2. A(X)).[X].

En dimension 4 on a A(X) = 1 — 2:01(X), d’ott on déduit Ind(D}) =

%02 — 21—4p1. De plus le théoreme de la signature d’Hirzebruch affirme que la

signature de X, soit o = bj — b, vérifie 0 = 1p1(X).[X], et donc

Ind(D}) = %(02 —0).

4 Les invariants de Seiberg-Witten

4.1 Les équations de Seiberg-Witten

Soit X une variété orientée de dimension 4 (compacte), munie d’une struc-
ture spin® caractérisée par le fibré en droites L = det(S™).

Définition 4.1 - Pour ¢ section de ST, on pose

w?(z,y) = (2.y.0,8) + (z,y)||*

ot (.,.) est le produit scalaire hermitien (antilinéaire en le premier facteur) sur
St

Un simple calcul donne alors la proposition suivante.

Proposition 4.2 - La 2-forme w® est alternée, a valeurs imaginaires pures,
et autoduale. De plus on a (w?.¢, ¢) = |w?|> = 2|¢|*.

Définition 4.3 - L’équation de Seiberg- Witten est l’équation suivante qui relie
une connexion A sur L et une section ® de ST :

{D A@_: 0 (4.1)

ot F:{ désigne la projection sur At de la courbure F de la connexion A.

On a le résultat suivant, qui implique ’absence de solutions non triviales
sur les variétés a courbure scalaire positive :

Proposition 4.4 - Soit (A, ®) une solution de (4.1), et soit R la courbure
scalaire de X, et Rym son minimum sur X, alors en tout point on a

1®(z)|* < max(—Rnin, 0)



DEMONSTRATION : En un point ot |®]? est maximal, on a 0 < A|®|? =
2((VA)*'VAD, ) — 2|VAQ|? < 2((VA)*'VAD, @) = 2((—2d, &) — L(F4®, D)) =
~Bo)? —(Ff®,9) = —&|92 - 1(w?.®,®) = —&|®2— L |®|* et donc si D[ £
0, |®|?> + R <0, d’on le résultat. O

On consideére maintenant I’action du groupe de jauge G = Map(X,S!) =
Aut(Py(1)). Soit une transformation de jauge f € G. La forme de connexion est

transformée par f selon la formule classique f*A = A + 71'*%.

Proposition 4.5 - Si (A, ®) est solution de (4.1), alors (f*(A), f~1®) aussi.
Le groupe de jauge agit donc sur ’espace des solutions.

DEMONSTRATION : On a V{*ACI) — V{‘CI) = %@ d’ou pour l'opérateur
de Dirac Dysy® — Dy® = %grad(f).q). On a donc Df*A(%I)) = DA(%I)) +
%grad(f).(%q)) = (%DA@ - #grad(f)@) + #grad(f)@ = %DAQD. L’un est nul
si et seulement si 'autre 'est. )

La courbure est un tenseur, donc F'g« 4 = Fjy, or wi? = L ,® = w®, donc

Fis
la deuxiéme équation reste vérifiée. O

Définition 4.6 - Soit X une variété riemannienne compacte orientée de di-
mension 4, et L un fibré en droites complexes muni d’un produit scalaire her-
mitien. On appelle espace des modules

1
My, ={(®,4) €T(ST) xC(Py)) : Da® =0, Ff = ZW‘I’}/g.

Il est a noter que G agit librement sur ’espace des solutions, sauf lorsque
® = 0 (solutions dites "triviales”). En effet si f € G agit trivialement, f*A = A
implique que df = 0, donc f est la multiplication par une constante, et f~1® =
® implique f = 1. Il est donc intéressant de perturber I’équation (4.1) afin
d’éviter les solutions triviales.

Définition 4.7 - L’équation de Seiberg- Witten perturbée est

Ds® =0
e (4.2)
FX:Zw —|—,U,

ou p est une 2-forme autoduale a valeurs imaginaires pures.

La théorie pour I'équation perturbée est préférable en ce sens qu’un choix
générique de p permet souvent d’éliminer les problemes qui peuvent apparaitre
dans le cas u = 0. Pour I’équation (4.2) on définit bien évidemment de méme
I'espace des modules 9y, ,. On omettra souvent par la suite de préciser la
dépendance en L et en p.

On utilisera par la suite la formule suivante.



Lemme 4.8 - La linéarisation des équations (4.1) ou (4.2) en une solution
est

1
Plpay () = (1.2 + Dayp, (dn)™ — quw)

ot w®¥ est la variation de w® avec P.

DEMONSTRATION : En effet le seul terme & expliquer est 7.®, qui vient de
Da®—Da® =36 Vid -3 ;. Vid =3 e;.tn(e;)® = tn.®. O

4.2 Indépendance vis-a-vis des parametres

Etudions maintenant la dépendance en p et en la métrique g sur X des
solutions des équations (4.1) et (4.2), et tout particulierement l’existence de
solutions triviales (® = 0).

La condition d’existence de solutions triviales pour (4.1) s’écrit F'y € A™.
Lorsque L est trivial, il peut exister des solutions triviales. Lorsque L n’est
pas trivial, la condition d’existence de solution triviales est ’appartenance de
la classe de cohomologie non nulle ¢1(L) & H>~. Or H*~, lorsque la métrique
varie, décrit les sous-espaces négatifs maximaux pour la forme d’intersection.
Donc si ¢1(L).c1(L) > 0, il n’y a jamais de solutions triviales, et dans le cas
contraire la condition d’existence de solutions triviales est de codimension bj .
Pour (4.2) la situation est similaire.

En ce qui concerne la dépendance en p dans (4.2), les solutions triviales
correspondent aux connexions Ag + 7 telles que (dn)™ = p — FXO. La condition
d’existence de solutions triviales est donc ,u—FXO € Im(d*), qui est de codimen-
sion b dans A* (voir lemme 4.11). Les solutions triviales de (4.2) n’existent
donc que si p est dans un sous-espace de codimension b;r. On en déduit le
théoreme suivant.

Théoreme 4.9 - On suppose que b;r > 1. Pour un choix générique de p, 1’é-
quation (4.2) n’a pas de solutions avec ® = 0. Le terme "générique” signifie ici
en dehors d’un espace de codimension b2+.

Si on suppose de plus que L n’est pas trivial, alors pour un choix générique
de métrique, (4.1) et (4.2) n'ont pas de solutions avec ® = 0.

Dans le cas ou b; = 1, l'espace des métriques (ou des p) qui conviennent
n’est pas connexe, ce qui fait que les constructions ne dépendent pas que de la
structure différentiable sur X mais aussi de la métrique choisie. Pour simplifier,
on supposera donc en pratique que b; > 2, 'espace des parametres g et
convenables étant alors connexe, on pourra définir a partir de 9 des invariants
qui ne dépendent que de la structure différentielle de X.

L’espace M est naturellement muni d’une structure de variété analytique
réelle. Le probleme est que cette variété n’est pas toujours lisse; pour prouver
qu’elle 'est génériquement, on introduit un espace paramétré défini de la fagon
suivante. Soit U l'ouvert des u tels que (4.2) n’a pas de solutions triviales.
D’apres ce qui précede, U est dense et connexe pour b; > 2. On considere alors



espace paramétré M = {(®, A, ) € T(ST) x C(Py(1y) xU : 6(®, A, u) = 0}/G
ot 0(®, A, p) = (Da®, Ff — 10% — p).

L’application € est une submersion. En effet soit « un élément quelconque de
['(S™)xT(AT). La projection de la différentielle D de 6 sur le premier facteur,
qui est (¢,n,v) — Dap+n.® (lemme 4.8), est surjective a cause du terme 7.P.
Donc il existe x¢ dans 'image de D@ tel que y = x — xg puisse s’écrire sous la
forme y = (0,v). Comme DH(0,0,v) = (0,v) on en déduit que y € Im(DO) et
donc z € Im(D#) ce qui donne le résultat. On en déduit que M est une variété
lisse puisque G agit librement pour p € U.

En appliquant le théoréeme de Sard a la projection de M sur le troisieme
facteur 7 : [W, A, u] — p (ou [¥, A, u| désigne la classe de (¥, A, ) modulo G),
on obtient que pour presque tout p, My, , est un niveau non critique et donc une
variété lisse. Montrons que si My, ,, et My, sont lisses, ils sont cobordants.
Pour cela, on remarque que I’opérateur linéarisé P! correspondant & (4.1) a
une image de codimension finie, car P! @ d* qui est elliptique (il a le méme
symbole principal que (D4,d" & d*)) a une image de codimension finie, d’olt
par projection le résultat pour P'. On peut alors choisir un supplémentaire de
dimension finie de I'image de P!, et donc se limiter & des parametres u dans
un ouvert connexe d’'un espace vectoriel de dimension finie, V inclus dans U,
contenant £ et f2, tout en conservant la propriété de submersion (M N7 ~1(V)
est donc toujours lisse). Par connexité de V, on a un chemin v joignant pq & ps.
On peut construire une fonction f sur V dont la ligne de niveau correspondant
a la valeur € proche de 0 est au voisinage de v un chemin qu’on note ., passant
en (i ¢ et po . (ces deux points étant proches de 11 et po respectivement). Par
le théoréme de Sard appliqué & f o m, on peut trouver e aussi proche de 0
que voulu tel que 7~ 1(7,) soit lisse, ce qui prouve que My et My i, sont
cobordants. Or en dimension finie les points critiques constituent un fermé,
donc au voisinage de My, ,, et My, 4,, ™ n’a pas de points critiques, d’ou on
déduit en utilisant la compacité de 9 (qui sera 'objet du théoréeme 4.13) que
pour e assez petit My, ,, est difféomorphe a My, ,, . ce qui acheve la preuve. O

Les 9t obtenus pour différents 1 convenables sont donc cobordants, et on
peut donc définir des invariants a partir de 91 qui ne dépendent que de la
structure différentielle sur X.

4.3 Dimension de 9

On va maintenant calculer la dimension virtuelle de 9 (c’est a dire sa
dimension si M # ). Pour cela on remarque que l’espace tangent a 9 est
défini & partir du complexe elliptique obtenu en linéarisant ’équation (4.1).

La linéarisation de l'action de G en une solution de (4.1) est

Pp,ay(h) = (—h®, dh)

En effet, si (f;) est une famille de transformations de jauge vérifiant fo = 1 et
* d
4 fyr—o=h,ona, ent =0, £(ffA— A) = £(U%) = dh, et £(4P) = —hd.
L’opérateur associé a la linéarisation des équations (4.1) est P(lcb ) donné

par le lemme 4.8.



Définition 4.10 - On appelle indice d’un compleze elliptique 0 — A 4, B4
C — 0 la somme alternée des dimensions des espaces de cohomologie de ce
compleze, Ind = dim(H°) —dim(H!)+dim(H?), ou de facon équivalente l'indice
de lopérateur f ®g*: A®C — B.

L’indice d’un opérateur ne dépend que de sa partie principale, donc le com-
plexe elliptique
Floa) Flaa)
—

(A% 3V 1S erAah L(ST)@eI'(AT)

a le méme indice que

r(A% %Y 15t el P pisy e T(AT)

+
qui se décompose comme la somme directe des complexes I'(A?) <, (A1) 2N

['(AT)et 0 —T(ST) Dy I'(S7). L’indice de ce dernier complexe est 'opposé de
I'indice sur R de 'opérateur de Dirac, qui est le double de I'indice sur C, lequel
vaut par le théoreme de I'indice 3(c;(L)? — o). L'indice du deuxiéme complexe

est donc (o — ¢1(L)?). Reste & calculer I'indice du premier complexe.

Lemme 4.11 - L’indice de I'(A°) LN (A1) 2N D(AT) est S(x+0) =by— b1 +
by

DEMONSTRATION : On a clairement H® = H°(X,R). Si on note en indice
de chaque opérateur le rang des formes sur lesquelles il opere, on calcule H? =
Coker(dy + xd1) p+ = Ker((dy +xd1)*) NAT, or df = xdax et (xdq)* = djx = *da
qui coincident sur A*, donc H? = Ker(xds) N AT = Ker(ds) N A* = H2 N AT,
dont la dimension est par définition b;’ .

Enfin H! = Ker(d})NKer(dy +xdy) ; or si & € Ker(dy +xd), alors dyz € A~
et dix € Ker(ds), et donc dix € Ker(dj) = Im(d;)* ce qui entraine dijx = 0.
Donc H! = Ker(d}) N Ker(d;) = H' est de dimension b;. ]

Si on choisit pour p une valeur réguliere de la projection 7 définie plus
haut, I'espace des modules 9N est lisse et son espace tangent est donné par
™M = Ker(P(l(R A)) /Im(P(O(I)’ A)), c’est-a-dire le H!' du complexe linéarisé. Pour
calculer la dimension virtuelle de 91 (c’est-a-dire sa dimension dans le cas ol
M # (), on remarque tout d’abord que I’absence de solution réductible implique
I’injectivité de P(O(I)’A), d’ott on déduit H° = 0.

De plus on va montrer que P(lq)’ ) st surjectif dans notre cas. En effet, on
a vu plus haut que opérateur 0 : (®, A, 1) — (Da®, F — 1w® — 1) est une
submersion. Si on se donne (£,a) € T'(S7) @ T'(A™), il existe donc (1, n,v) €
I(ST) @ T(AY) @ T(AY) tel que DO(p,n,v) = P(lq),A)(w,n) - (0,v) = (§ ).
D’autre part, comme on a supposé que le parametre p est une valeur réguliere
de 7, I'image de D7 contient v. Donc il existe ¢ € T'(ST) et 3 € T'(A!) tels que
la classe de (¢, 3,v) modulo G soit tangente & ’espace des modules paramétré
M. On a donc DO(¢,3,v) = 0, d’ott 'on déduit que DO(¢ — ¢, n — (3,0) =



P(l(b’A) (Y — ¢,n— B) = (& «a). L'opérateur P(1q>7,4) est donc surjectif, et donc le
complexe associé aux équations de Seiberg-Witten vérifie, lorsque I'espace des
modules est lisse, H? = 0.

Il en découle que la dimension virtuelle de I’espace des modules, qui est égale
a la dimension de H!, est égale & I'opposé de I'indice du complexe linéarisé. On
déduit de tout ce qui précede le résultat suivant.

Théoréme 4.12 - La dimension virtuelle d de ’espace des modules MM est

d— —i(QX +30) + zai(L)” (4.3)

4.4 Invariants de Seiberg-Witten

Comme les invariants de variétés non orientées sont peu précis (il n’existe
que deux variétés de dimension 0 distinctes!), il est nécessaire d’orienter 1. Ceci
peut étre effectué en orientant les droites déterminants des divers complexes el-
liptiques. La partie correspondant a I’opérateur de Dirac D 4 est canoniquement
orientée puisque cet opérateur est C-linéaire. Une orientation de 9 est donc
fixée par un choix d’orientation de la droite réelle

det(H°(X,R)) ® det(H'(X,R)) ® det(H*>*(X,R)). (4.4)

Ceci affine considérablement les invariants (en dimension 0, on peut désormais
compter les points en leur attribuant des signes +1).
On a d’autre part le théoréeme suivant :

Théoreme 4.13 - 901 est compact.

DEMONSTRATION : La proposition 4.4 fournit une borne sur ®, donc sur w?®,

dont découle directement une borne sur FX. L’égalité cl(L)2 = # f IFANIFy
fournit alors une borne sur F; . En effet on calcule [i(F; +F)Ai(F{+F;) =
[iF{ NiF{ +2 [iFf NiFy + [iF, AiF;, or on a vu & la section 2.2 que le
premier terme est [ |F'{ |2, le second est nul, et le troisitme est — [ |F 2. On
a donc [ |Fy|* = —4n?ci(L)* + [|F1|? ce qui fournit une borne L? pour F;
et FZ, et donc par somme pour F4.

Considérons alors I’ensemble des connexions qui ont méme forme de cour-
bure, quotienté par G. Deux connexions unitaires sur L different d’une 1-forme
imaginaire pure. A cause de F4 = dA, deux connexions ont méme forme de
courbure si et seulement si elles different d’une forme fermée. Cependant une
transformation de jauge de la composante connexe de I'identité, f = €%, modifie
la connexion par f*A = A+ f~1df = A+i.d¢. Ceci signifie que, si on se fixe une
connexion Ay de référence, on peut imposer que la connexion A differe de A
par une 1-forme harmonique. On se rameéne ainsi & H'(X,R). Mais le groupe G
n’est pas connexe : en effet on a 7(G) = mo(Map(X, SY)) = [X, S = HY(X, Z).
Donc [A] — Fy4 (ou [A] désigne la classe de A modulo G) est une fibration de
fibre H'(X,R)/H'(X,Z) compacte, et la borne sur F4 en fournit une sur un
représentant de la classe de A. La projection de 9t sur le facteur A est donc
bornée au sens L2.
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En outre 'opérateur d* @ d* est elliptique d’ordre 1, et en choisissant 1 =
A — Ay harmonique on dispose d'une borne L? sur 7 par ce qui précede, mais
aussi sur (d* ® d*)n = FZ — FXO par ce qui a été vu plus haut. Un théoréeme
classique sur les opérateurs elliptiques permet alors d’obtenir ’existence de
bornes sur A dans Pespace de Sobolev L?. Or le lemme de Rellich affirme que
I'inclusion L? — L? est compacte, et donc on obtient que la projection de I
sur le facteur A est compacte pour la topologie L2.

De plus pour A fixé, ® est dans la boule sup|®| < — R, de lespace de
dimension finie Ker(Dy), qui est compacte, et donc la projection de 9 sur le
facteur A est une fibration a fibres compactes. On en déduit que 97 est compact.
O

Définissons enfin I'espace 9° de la facon suivante.

Définition 4.14 - Soit un point base xg € X. On définit Gg comme le sous-
groupe de G constitué des applications dont la restriction a la fibre en xo est
lidentité. On définit alors im% comme le quotient de l’espace des solutions de
(4.1) par Go. Lorsque My est une variété lisse, zm% est un S'-fibré principal
sur My,.

On peut maintenant définir les invariants de Seiberg-Witten.

Définition 4.15 - Soit X une variété compacte orientée de dimension 4 telle
que b; > 2 et soit L une structure spin® sur X. Une orientation de (4.4) étant
fizée, on définit l'invariant de Seiberg- Witten SW (L) ainsi :

a) lorsque d < 0 dans (4.3), on pose SW (L) =0;

b) lorsque d = 0 dans (4.3), on choisit p dans (4.2) tel que My, soit une
variété lisse. L’espace des modules My, est alors une réunion finie de points
signés; on définit SW (L) comme le nombre de ces points comptés avec les
signes correspondants ;

c) lorsque d > 0 dans (4.3), on choisit u dans (4.2) tel que My, soit une
variété lisse. L’espace des modules M, est compact et orienté, donc admet une
classe fondamentale. L’invariant de Seiberg- Witten est obtenu en évaluant sur
cette classe fondamentale le cup-produit mazimal de la premiére classe de Chern
du fibré en droites MY x g1 C sur M.

On a vu que la formule (4.3) s’écrit aussi d = 2Indc(D) + (—bo + by — by).
Comme by = 1, ceci implique que d et b; + by sont de parités opposées. Lorsque
b;r + b1 est pair, d est donc impair, et les invariants qu’on vient de définir sont
systématiquements triviaux.

Le terme d’“invariants” est justifié par la proposition suivante, qui est une
conséquence directe des résultats précedents.

Proposition 4.16 - Soit X une variété compacte connexe orientée de di-
mension /4 avec b; > 2. Alors SW définit une application de l’ensemble des
structures spin® sur X a valeurs dans Z, qui dépend uniquement de la struc-
ture différentielle de X. Autrement dit SW (L) est indépendant du choix de la
métrique sur X et de la perturbation w. L’invariant SW (L) ne dépend de L
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qu’a isomorphisme prés. De plus SW est invariant par les difféomorphismes de
X :si ¢ est un difféomorphisme de X, alors SW(¢*L) est égal, au signe prés,
a SW(L).

5 Variétés symplectiques

Définition 5.1 - Une 2-forme w sur une variété orientée X de dimension 4
est dite symplectique si elle vérifie dv =0 et w Aw # 0, et si la 4-forme w A w
oriente X. On appelle alors variété symplectique une variété X munie d’une
forme symplectique w.

Définition 5.2 - Une structure presque complexe (c’est-a-dire un homomor-
phisme J : TX — TX vérifiant en tout point J? = —1) est dite compatible avec
w si pour tous champs de vecteurs v et w on a w(w, Jv) = —w(Jw,v) et si pour
tout champ v on a w(v, Jv) > 0 avec égalité si et seulement si v = 0.

De facon équivalente, on peut dire que J est compatible avec w si et seule-
ment si la forme bilinéaire définie par g(x,y) = w(x,Jy) est une métrique
riemannienne sur X.

Une variété symplectique admet toujours une structure presque complexe
compatible. En effet, on part d’une base (f1, fa, f3, f4) de 'espace cotangent a X
au voisinage d’un point fixé, dans laquelle on écrit w sous la forme f; A gy +g, ou
g1 et g ne font pas intervenir f;. La 2-forme g est portée par un espace vectoriel
de dimension 3. Par ailleurs on sait que le produit vectoriel est surjectif, et donc
g peut s’écrire hy A ho. Si on pose €1 = f1, €2 = g1, €3 = hy et €4 = ho, on a
I’expression

w=¢€1 N€ea +€3 Ney. (5.1)

La construction peut clairement étre effectuée de telle facon que les ¢; soient
de classe C*° dans le voisinage considéré. On a ainsi construit des coordonnées
locales appelées coordonnées de Darbou.

Par suite, wAw = 2.6 Aeg AezAey. Par définition, il est non nul et compatible
avec l'orientation, et la base duale (e;) des (¢;) est une base directe. Il suffit alors
de définir J par Je; = eq, Jes = —eq, Jeg = e4 et Jey = —eg pour obtenir une
structure presque complexe compatible avec w dans le voisinage considéré.

Pour transformer ce résultat d’existence locale en un résultat global, il suf-
fit de remarquer qu’en chaque point z € X lespace des endomorphismes de
T, X compatibles avec w (c’est-a-dire tels que J? = —1 et que w(., J.) soit une
forme symétrique définie positive) est contractible. En effet si on fixe un endo-
morphisme Jy compatible avec w, pour tout endomorphisme compatible .J, on
peut construire le chemin J; = (tJ + (1 — t)Jo)Q; ', ot Q; désigne la racine
carrée positive de la matrice symétrique définie positive —(tJ + (1 — t)Jg)? =
1—t(1—1t)(2+ JJo + JoJ), et ceci fournit une rétraction par déformation de
l’espace des endomorphismes compatibles avec w en z sur {Jp}. Le fibré sur X
des endomorphismes compatibles avec w est donc un fibré dont les fibres sont
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contractibles, et donc il admet une section, c’est-a-dire qu’il existe une structure
presque complexe compatible avec w définie sur X tout entier.

En pratique on travaillera avec la métrique pour laquelle la base (e;) est
orthonormée. Une base orthonormée qui vérifie (5.1) sera dite “base standard”.
Notons que w est alors une forme autoduale.

On peut alors définir le fibré canonique K de la facon suivante, en utilisant
le fait que la structure presque complexe J permet d’associer aux formes un
type (p,q) comme c’est le cas avec une vraie structure complexe.

Définition 5.3 - On appelle fibré canonique, que l’'on note K, le déterminant
du fibré cotangent holomorphe AY0X | c’est-a-dire le fibré en droites complexes
des formes holomorphes de degré mazimal, ou encore K = A?9X.

Sur une variété presque complexe, on construit une structure spin® cano-
nique. La raison fondamentale de ceci est I'existence d’un morphisme naturel
U(k) — Spin®(2k) qu’on construit de la fagon suivante.

En considérant un C-espace vectoriel de dimension k£ comme R-espace vec-
toriel de dimension n = 2k, on a une inclusion j : U(k) — SO(n). En com-
binant cette inclusion avec le déterminant, on dispose d’'un homomorphisme
j x det : U(k) — SO(n) x S, qui se releve dans le revétement double de
SO(n) x S! par Spin®(n) en un morphisme [/ : U(k) — Spin‘(n).

On peut alors considérer le Spin®fibré principal @ obtenu via [ & partir du
U(k)-fibré principal associé a la structure presque complexe et a la métrique.
Une conséquence directe de la construction de [ par relevement est que @) se
projette bien sur le SO(n)-fibré principal des reperes orthonormés directs, et
on a donc bien construit une structure spin® canonique sur X. La construction
de [ implique également que le fibré en droites L associé a cette structure spin®
correspond & la représentation det : U(k) — S, c’est donc le déterminant du
fibré tangent holomorphe, soit le dual K~! du fibré canonique.

Calculons maintenant la dimension virtuelle d de 9t. Pour cela on remarque
que l'égalité L = A2TX implique c1(L) = ci(X). De plus sur une variété
presque complexe, les classes de Pontrjagin et d’Euler s’expriment en fonction
des classes de Chern : p; = C% — 2¢9, et € = 9. On en déduit immédiatement
par le théoreme de la signature que o = %(C% — 2¢3) et x = co. En reportant
dans (4.3), il vient

d:_2x+3a+cj_1

1 1 =120 (2 —2c9) +¢}) = 0.
Plagons-nous désormais dans le cas d'une métrique et d’une base ortho-
normée (e;) de base duale (€;) ot w = €1 A €3 + €3 A €4. Les 2-formes €1 A €3 et
€3 A\ €4 agissent de facon identique sur S* car leur différence est anti-autoduale,
et (e1.€2)> = —1. Donc les deux valeurs propres de la multiplication par w sont
424, correspondant a des espaces propres SLZ- de dimension complexe 1. Pour
ST il est pratique de choisir une base orthonormée dont le premier vecteur vg
est dans Sf%, c’est a dire w.vg = —2i.vg, et le second vy est dans S—t?i’ c’est a

dire w.v; = +2i.v1. Les multiplications de Clifford par €;.€9, €3.€4 et w/2 ont
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alors la méme matrice

€1.€0 = €3.64 = wW/2 = <_OZ 0) .

7
et 0
0 et

du tore maximal de U(2), et appliquons-lui /. On obtient dans Spin®(4) 1’élément

Soit un élément

[(cos%1 + el.egsin%).(cos% + 63.6432'71%2),@(61*92)] dont laction sur St est
donnée par le produit de

cos%1 — i.sin%l 0 003%2 — i.sin%? 0
0 cos%1 + i.sz'n%l ' 0 cos%2 + i.sin%?

1 0
0 ei91 ei92 .

Sur le premier facteur, U(2) agit trivialement sur szl- qui est donc isomorphe
au fibré trivial I. Sur le second facteur, U(2) agit sur SI% par la représentation
déterminant, donc Si% est isomorphe au déterminant du fibré tangent holo-
morphe, c’est-a-dire K ~!. Pour résumer, on a donc obtenu :

i .
par e3(01102) g6t

Proposition 5.4 - Une variété symplectique admet une structure spin® cano-
nique, pour laquelle le fibré des spineurs positifs se décompose en ST = ITQK 1,
et w agit par multiplication de Clifford sur I avec la valeur propre —2i, et sur
K~ avec la valeur propre +2i.

Passons maintenant aux autres structures spin® sur X. La proposition 2.7
implique que les L qui conviennent sont exactement ceux qui sont de la forme
K~ '®E?, ou E est un fibré en droites sur X. La structure spin® qui correspond
a un fibré E est obtenue a partir de la structure canonique en “tordant” les
spineurs par F, c’est-a~dire qu’on a

St=Ea (K '®E). (5.2)

La multiplication de Clifford par w préserve a nouveau cette décomposition,
avec les mémes valeurs propres que dans le cas précédent.

La dimension virtuelle de 9t pour la structure associée a E s’exprime de
facon simple en utilisant le fait que pour L = K ! la dimension est dy = 0. En
effet on a d = d — dy qui vaut (c1(L)? — c1(K~1)?) d’aprés la formule (4.3).
On utilise ¢1(L) = ¢1(K~! ® E?) = ¢; (K1) + 2¢1(E) pour développer c;(L)?
et obtenir d = c1 (K 1).c1(E) + c1(E).c1(E) soit

d= —Cl(K).Cl(E) + Cl(E).Cl(E). (53)

On va maintenant calculer 'expression de la forme w® pour la décomposition
(5.2). Pour cela on se donne localement sg une section de E de norme 1, et s; une
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section de K1 de norme 1, et on se place dans la base orthonormée (s0,S0®51)
de ST.

On écrit & = a+ 0 = as.50 + (.50 ® s1, c’est-a-dire que dans notre base

« . .
( S) . On a vu plus haut que €7.€5 et €3.¢4 correspondent alors & la matrice
S

@ =
- 0 . . .
< OZ z) Les autres 2-formes sont données par les matrices d’Heisenberg

_ (0 1 B (0 i
€1.€4 = €2.€3 = 1 0)° €1.€3 = €4.€2 = i 0

(on vérifie qu’on a bien (€;.€2).(€1.€4) = —€4.€2).
On calcule alors w?® sur les vecteurs de la base. on obtient

SMersen) =P (ensen) = eread ) = () (5)) =il - 8.

ou le signe dans la derniere égalité vient du fait que le produit scalaire est
antilinéaire en la premiere variable. On calcule de méme

GMersen) =P (ensea) = eread ®) = (( 52 ) () = (@i -z,

_as

SMersen) =P (esnea) = (enea ) = ((120) (7)) = ifas. + aus0)

On a donc la formule w® = i(|as|? — |Bs|?)(e1 A €2 + €3 A eq) + (—aBs +
ozsﬁ;‘)(el Neg+ e Neg) — i(a:ﬁs + Cksﬁ:)(el Nes —€x N é€y)
En substituant les expressions matricielles de €;.€; il vient (en identifiant

a et (3 a leurs parties scalaires) 1’expression suivante pour la multiplication de
Clifford par w®.

o (1e? =18 2ap*
oﬂ’_2< 20" |ﬁ|2_|a’2). (5.4)

Enfin une propriété remarquable des invariants de Seiberg-Witten est leur
symétrie. Pour cela on démontrera d’abord le lemme suivant.

Lemme 5.5 - Pour ® € I'(ST) et A € C(Py(y)), on a
T 1 2 2\ +12 Ax )2 E 2 1 4
(IFy = 7077+ [Da®%) = [ ([F4[7+ |[V7R[" + —|®7 + 2 [@[F).
X 1 X 4 8

DEMONSTRATION : On développe en prenant garde au fait que FX et w®
sont des formes & valeurs imaginaires pures : |[Ff —3w®?> = =", _ j(FX(ei, ej)—
L®(es,9))? = |FE P4 Bl 4] Sy Fi (enveg)ere; @, @) = [Ff P4 @R+
52 i (Fh(eirej)eie;. ®,@) = |[F >+ 3|0 — L(F}.9,9).

D’autre part la formule de Weitzenbock entraine, en utilisant le fait que
'opérateur de Dirac est formellement autoadjoint, [|Da®? = [(|[VA®|? +
2192 + L(FT.@,®)). Le résultat est alors immédiat. O
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En utilisant le fait que les solutions de (4.1) sont exactement les (®, A) qui
annulent ’expression ci-dessus, on obtient la symétrie suivante.

Proposition 5.6 - L’invariant de Seiberg- Witten associé a la structure spin®
donnée par le fibré E est égal en valeur absolue a celui qui correspond au fibré
E=K®FE!'.

DEMONSTRATION : En effet, E = (K1 @ E) et E@ K~' = B!, et
donc par somme directe, ST = (S*)*. Soit (®, A) une solution de (4.1) pour
E., c’est-a-dire un couple qui annule ’expression du lemme 5.5. Le champ ®*
est alors une section des spineurs associés & E de méme norme que ®. D’autre
part la connexion V4 sur S* induit une connexion VA" sur S+, qui vérifie par
construction V2" (f*) = (V2 f)*. La norme de V4" (®*) est alors bien sir égale
a celle de V4.

De plus, par passage au déterminant, les connexions A et A* sur L et L1
vérifient la méme relation que V4 et VA", En utilisant la définition de la cour-
bure il vient F(e;,e;).(f*) = (Fa(ei, e;).f)*, soit comme la courbure est une
2-forme a valeurs imaginaires pures, '} (e;,e;) = Fa(e;, ;)" = —Fa(e;, e5) d’out
F% = —F4. Donc (F3)" = —FX est de méme norme que FX, ce qui implique
que (®*, A*) annule aussi 'expression du lemme 5.5, c’est-a-dire que (®*, A*)
est solution de (4.1).

La construction effectuée induit donc une bijection entre My, et M+, et la
proposition en découle. O

6 Invariants de Gromov

Soit X une variété symplectique, et J une structure presque complexe com-
patible.

Définition 6.1 - Une sous-variété ¥ compacte de dimension 2 de X (non
nécessairement connexe) est dite pseudo-holomorphe si son espace tangent est
stable par J. Le champ d’endomorphismes J définit alors une structure complexe
sur .

La restriction de la forme symplectique w a X est alors symplectique, et
donc oriente X, ce qui permet de définir sa classe fondamentale [¥] € Ho(X, Z)
qui est non triviale parce que w.[Y] = [;.w > 0. On notera e = ¢(X) € H*(X,Z)
le dual de Poincaré de [X].

Un résultat important sur les sous-variétés pseudo-holomorphes connexes
est la formule d’adjonction.

Lemme 6.2 - Soit ¥ une sous-variété pseudo-holomorphe connexe de X, de
genre g. Alors on a

229+ e(D).e(T) = —c1(K).e(X). (6.1)
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DEMONSTRATION : D’une part, e.e = ¢;(NX) car e.e = #(X N %) est
le nombre de zéros d’une déformation de X, c’est-a-dire d’une section de NX.
D’autre part 2—2g = x(X) = c1(T%). On aalors ¢ (TY)+c1(NX) = 1 (TX|x) =
a(TX).[X] =—a(T*X).[2] = —c1(K).[X] (car K = det T* X ). On obtient donc
la formule voulue. a

Définition 6.3 - Soit e € H*(X,Z) une classe de cohomologie non triviale.
On note H = H(e) l’espace des sous-variétés pseudo-holomorphes plongées de
X dont la classe fondamentale est le dual de Poincaré de e.

Remarquons que dans cette définition on souhaiterait que toutes les com-
posantes connexes de la courbe pseudo-holomorphe soient réalisées avec une
multiplicité 1 (courbe simple). Cependant il est nécessaire pour prouver le
théoreme de compacité d’admettre éventuellement, dans le cas des tores de
nombre d’auto-intersection nul, des multiplicités supérieures (revétements ra-
mifiés).

On dispose du résultat suivant sur la structure de H (le terme ”générique”
désigne ici un sous-ensemble G§-dense au sens de Baire de I’espace des structures
presque complexes lisses compatibles).

Lemme 6.4 - Pour un choir générique de J, H est une variété lisse de di-
mension

d=—c1(K).e + e.e. (6.2)
De plus H est canoniquement orienté.

DEMONSTRATION : Décrivons 'espace tangent & H en un de ses points X.
On suppose dans un premier temps que X est connexe. Une déformation de X
peut étre vue, en identifiant le fibré normal N avec un voisinage tubulaire de
¥, comme une section de NX. Pour v € I'(NX) on notera alors ¥+ ev la surface
image de la section ev par cette identification (c’est-a-dire la surface obtenue
en déplagant chaque point de 3 selon le vecteur normal ev). Associons a une
déformation v € I'(NY) et & un champ & € I'(T%)

Qb(l/, 5) e l% E_IPN(E+€V)JPT(E+€V) (é.)

La déformation v est tangente & H si et seulement si ¢(r,£) = 0 pour tout
¢ (cest-a-dire que J préserve T(X + ev)). Or PTE+)(¢) = ¢ — eV,v donc
JPTE+e)(6) = J¢ — €J.Vev, dont la projection sur 7'(X + ev) est, au premier
ordre en ¢, JE —eV j¢(v). En utilisant que PN+) = 14— PT(X+e) on obtient
d(v, &) = V jev—J.Vev qui représente le défaut d’holomorphie de v. L’opérateur
différentiel ¢ est donc & des termes d’ordre 0 prés égal & V : T(NX) — I'(A' ®
NY) (V désigne 0 couplé & NX, c’est a dire la partie antiholomorphe de V).
La régularité de H en découle, et 'orientation de H est fournie par la structure
presque complexe.

La dimension de H se calcule alors a 1’aide du complexe de Dolbeault as-
socié & NX. En effet dimc(H) = Ind(VV®) est égal & dim HO(Z,Q°(NX)) —
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dim H'(X, Q°(NY)), c’est-a-dire la caractéristique d’Euler-Poincaré du fibré
N3¥. En appliquant le théoreme de Riemann-Roch (cf. [LB]), ceci s’exprime en
fonction du degré du fibré normal x (X, NX) =deg(NX)+ (1—g) =ee+1—g.
On en déduit la dimension de H sur R, d = 2x(X, NX) = 2e.e + (2 — 2¢g). Or
par la formule d’adjonction (6.1), 2 — 29 = —c1(K).e — e.e, donc on obtient
d=ee—ci(K).e.

Si ¥ n’est pas connexe, pour chaque composante Y;, dont la classe fonda-
mentale est duale de e;, ’espace H; associé est de dimension d; = e;.¢;—c1(K).¢;
d’apres ce qu’on vient de prouver. Or localement, H = @ H;, parce que déformer
Y revient a déformer ses composantes. Donc d = Y d; = > ej.e; — c1(K). D e;.
Or e = ) e; clairement, et pour i # j, e;.e; = 0 car les différentes composantes
sont disjointes, d’ott e.e = ) e;.€;. On en déduit que d = e.e — c1(K).e, et donc
le lemme est prouvé. O

Il est a noter que d est toujours pair. En effet on a vu que pour chaque
composante ¥;, d; = 2e;.e; + (2 — 2g;) est pair, et donc d = Y d; est pair.
Lorsque d > 0, on peut donc choisir un ensemble €2 de d/2 points distincts de
X, et définir Hy comme ’ensemble des ¥ € H qui contiennent tous les points
de Q2. On a alors le lemme suivant.

Lemme 6.5 - Pour un choix générique de J et ), Ho C H est une sous-
variété canoniquement orientée de H, de dimension 0.

DEMONSTRATION : Si ¥ € Hg, considérons une déformation de X, soit
v € T'(NX) (en identifiant NX avec un voisinage tubulaire de ), et un point
xo € Q. La condition d’appartenance de xq a la surface déformée ¥ +4-ev (obtenue
a partir de ¥ en déplacant chaque point selon le vecteur normal ev) s’écrit
v(zg) = 0. Comme N est un fibré de rang 2 sur R, pour un choix générique
de xg la condition v(zg) = 0 est réalisée sur un sous-espace de codimension 2.
Pour un choix générique de €2 il faut donc enlever 2 a la dimension pour chaque
point de Q. Comme 2 comporte exactement d/2 points, le résultat est vrai. O

On a de plus le résultat de compacité suivant (voir [McS]).

Théoreme 6.6 - Dans le cas ou d =0, l'espace H est compact pour un choizx
générique de J. Dans le cas d > 0, Hq est compact pour un choix générique de

J et Q.

IDEE DE DEMONSTRATION : Ce théoréme est un résultat ardu, pour le-
quel on se contentera de donner les grandes lignes. Essentiellement, il s’agit
de remarquer qu’il est possible de compactifier H, les points de H — H cor-
respondant a des courbes pseudo-holomorphes présentant des singularités. Le
résultat s’obtient alors en constatant que ces courbes singuliéres sont organisées
en strates dont la dimension est strictement inférieure a celle de H. Comme on
étudie ici uniquement des espaces de dimension nulle (quitte & ne considérer
que des courbes passant par tous les points de 2), il y a génériquement absence
de courbes singulieres, et donc H (resp. Hg) est compact.
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On traitera d’abord le cas d = 0. A cause de la compacité de X, il n’y a
pas de problemes de points partant a l'infini. La seule fagon dont une suite
de H peut ne pas converger correspond & une suite tendant vers une surface
immergée (et non plongée) dans X, éventuellement non connexe, et pouvant
comporter des points singuliers. L’idée est alors de montrer que de telles limites
correspondent a des équations faisant intervenir des opérateurs dont l'indice est
strictement inférieur & celui qui correspond a H.

Plagons-nous par exemple dans le cas ou la limite est une courbe pseudo-
holomorphe connexe immergée comportant un nombre n de points doubles,
qui correspondent tous & un nombre d’intersection positif (car on est sur C).
L’image dans Hy(X,Z) de la classe fondamentale de cette courbe est bien sir
toujours le dual de e.

Cette courbe immergée possede un fibré normal, dont le degré n’est plus e.e
comme avant. En effet, au voisinage d’un point double, I'image de la courbe
dans X possede deux ”brins” A et B. Si on décale la courbe, il est clair que A
rencontre la copie décalée de B, et B rencontre la copie décalée de A, ces deux
intersections ayant un signe positif a cause de ’holomorphie. Ces deux intersec-
tions comptent dans le nombre d’intersection e.e, cependant si on considere le
fibré normal a la courbe, elles n’apparaissent pas. En conséquence, le degré v
du fibré normal s’obtient en enlevant 2 pour chaque point double, c’est-a-dire

v =-e.e—2n.
La formule d’adjonction (6.1) s’écrit ici
2—-29+v=—c(K).e.

De plus la courbe immergée appartient a un espace de modules défini de fagon
analogue a H, mais constitué d’images d’immersions au lieu de sous-variétés.
La preuve du lemme 6.4 indique que pour J générique, cet espace de modules
est lisse de dimension d’ = 2 — 2¢g + 2v. Les formules précédentes donnent alors
d = —ci1(K).e + e.e — 2n, soit strictement moins que d. Comme d = 0, on en
déduit que génériquement il n’existe pas de telles courbes.

Le cas ou la courbe n’est pas connexe s’obtient en remarquant que par
somme sur les composantes on a encore d’ = d — 2n strictement inférieur a d.
Dans le cas d > 0, on proceéde de méme en remarquant que la contrainte de
passage par d/2 points diminue la dimension de d, ce qui donne d'—d = —2n < 0.

Le méme type d’argument permet de montrer que de facon générique il
n’y a pas apparition de points singuliers ou de points d’intersection entre les
différentes composantes de la surface. O

On peut alors définir les invariants de Gromov d’une variété symplectique.

Définition 6.7 - Soit X une variété compacte symplectique de dimension 4.
On définit pour chaque classe e € H*(X,7) l’élément Gr(e) € Z défini comme
sutt :

a) Lorsque d < 0 dans (6.2), on pose Gr(e) = 0.

19



b) Lorsque d = 0, alors pour J générique, H est un ensemble fini de points
signés, et on définit Gr(e) comme le nombre de ces points comptés avec les
signes correspondants.

c¢) Lorsque d > 0, alors pour J et Q génériques, Hq est un ensemble fini de
points signés, et on définit Gr(e) comme le nombre de ces points comptés avec
les signes correspondants.

2

Le terme d’“invariant” est justifié par la proposition suivante.

Proposition 6.8 - L’invariant Gr : H*(X,7Z) — Z ne dépend que du couple
(X,w). Autrement dit, la valeur de Gr est indépendante du choizx de la structure
presque compleze J, et dans le cas d > 0, de l’ensemble Q). De plus si (wy) est
une famille continue de formes symplectiques sur X, les invariants Gr associés
4 wgy et wi coincident. Enfin, Gr est invariant par les difféomorphismes de X
en ce sens que si ¢ : X — X est un difféomorphisme, Uinvariant Gr(e) pour la
forme symplectique w est égal a invariant Gr(¢*e) pour la forme symplectique

P*w.

7 Le théoreme principal

7.1 Enoncé

Les similarités des définitions des invariants de Seiberg-Witten et des in-
variants de Gromov (y compris dans les formules (5.3) et (6.2)), ainsi que le
cas des variétés kahlériennes, ont conduit Taubes & conjecturer puis formuler
I’énoncé suivant ([T3]) :

Théoréme 7.1 - Soit X une variété compacte orientée symplectique de di-
mension 4 avec 172+ > 2. Soit E un fibré en droites complexes non trivial sur X,

et soit L =K' ® E?. Alors SW(L) = +Gr(c1(E)).

On se contentera ici du résultat suivant, plus faible, qui comporte déja de
nombreuses conséquences intéressantes.

Théoréme 7.2 - Soit X une variété compacte orientée symplectique de di-
mension 4 avec b; > 2. Soit E un fibré en droites complexes non trivial sur X
et soit L =K~ '® E?. Si SW(L) # 0, alors il existe une courbe symplectique
plongée dont la classe fondamentale est le dual de Poincaré de c1(FE).

Pour cela on considérera une famille & un parametre de perturbations des
équations de Seiberg-Witten, et a partir d’une suite de solutions correspondant
a des valeurs du parametre tendant vers I'infini, on exhibera une courbe pseudo-
holomorphe comme limite du lieu des zéros de la projection des solutions sur le
facteur E.

L’hypothese de non-trivialité de E tient au fait que si E est égal au fibré
trivial I, la courbe symplectique construite a une classe fondamentale nulle, et
est donc potentiellement vide. Cependant ce qui suit s’applique quand méme a
ce cas.
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7.2 Notations

On munit tout d’abord X d’une métrique ou il existe une base orthonormée
vérifiant (5.1). On a vu a la section 5 que pour la structure spin® canonique,
St se décompose en I @ K1, D’aprés ce qu'on a vu a la section 3, la donnée
d’une connexion sur K ! (et de la connexion de Levi-Civita sur TX) fixe une
connexion sur ST, donc par projection une connexion sur le facteur . La condi-
tion que I’on souhaite imposer est ’existence d’une section globale parallele ug
ne s’annulant pas de I, c’est a dire que la connexion sur I doit étre la connexion
triviale d dans la trivialisation fixée par ug. On peut en outre imposer que ug
soit partout de norme 1. Cette condition fixe une unique connexion (modulo
jauge), Ag, sur K 1. De plus la projection sur le second facteur de la connexion
sur ST correspondante est en fait exactement Ay, car la connexion induite sur
I est triviale.

Si X est kdhlérienne, c’est-a-dire si la structure presque complexe J est inté-
grable, la connexion sur ST préserve la décomposition en I @ K ~'. Cependant
dans le cas général, ce n’est pas le cas. Posons V gq,u9 = b, ou b est une 1-
forme & valeurs dans K ! (dans le cas o X est kiihlérienne on a donc b = 0).
La connexion V4, differe de d & Ay d’une 1-forme antihermitienne, donc la
connexion V 4, s’écrit sous forme matricielle

d —b*
VAo = <b Ao) :
Lemme 7.3 - Dy, uo = 0.

DEMONSTRATION : On applique Dy, & 'équation w.uy = —2i.ug. Il vient,
en sous-entendant les sommations sur les indices libres, D(w).ug + €”.w.b, =
—2i.e”.b,. Or D(w) = (d+d*)w = dw + *dw (car w est autoduale). De plus on a
dw = 0 car w est symplectique. Comme w agit sur b, € K~ par multiplication
par +2t, il vient donc que 2i.e”.b, = —2i.e.b,, d’ott Dy, up = €”.b, = 0. O

On se fixe désormais un fibré en droites F, et donc une structure spin®. On
va étudier la famille d’équations de Seiberg-Witten perturbées suivante, indexée
par un réel » > 0, dont les inconnues sont une connexion A sur L = K ! ® E?
et une section ¢y de ST =E® (K '® E) :

{D‘W =0 (7.1)

+_1 + _ir
FA—4w —I—FAO Tw.

Cela revient a fixer p = FXO — %w dans (4.2), donc les résultats de la section
4 impliquent que cette perturbation n’affecte pas les propriétés de I'espace des
solutions. Fixons les notations suivantes : tout d’abord, A induit une connexion
V4 sur ST. Par projection sur le premier facteur, cela fournit une connexion
Vo sur E, et sur le second facteur, V', sur K ~l ® E. Ces deux connexions
s’obtiennent en fait & partir de d et Ay qui correspondaient a la structure
spin® canonique en ajoutant une méme connexion sur le facteur F, qui est donc
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nécessairement V,. On a donc sur K '@ F, V/, = (Ag®1)+(1®V,) et donc sur
le déterminant L = K 1@ E? A = (49®1)+2.(18V,,). Ces relations impliquent
que les courbures de A, Ao, V, et V/, vérifient F, = F'y — Fa, = %(FA — Fa,).
Enfin, la connexion V 4 s’écrit sous forme matricielle

Vo —b°
Va= < * ) .
b V)
I est utile d’écrire la section v sous la forme 1) = r/2.(aug+3), oit o est une
section de E et 3 est une section de K~! @ E. w?¥ s’écrit alors conformément
a (5.4) (en ajoutant un facteur r da a la convention prise ici), et la seconde

équation de (7.1) signifie que 'expression de la multiplication de Clifford par
FX — FXQ est

o T (e8P =1 203
FA FA0_2< QOé*ﬂ |ﬁ|2—|oz]2+1 : (72)

La premiere équation, quant a elle, s’écrit e*.(V z(a.ug + 3)), = 0 (ol I'in-
dice ;1 désigne I’évaluation sur le vecteur e, ). En utilisant le fait que D 4,uo =
et.b, = 0 et de méme bz.e“.uo = 0, seuls les termes diagonaux dans V 4 inter-
viennent, ce qui donne

(Vo) p-e”ug 4+ e.(V43),, =0 (7.3)
Appliquons & nouveau 'opérateur de Dirac a cette équation. Il vient
(VaVaa)yue et ug + (Vo) ue e’ by, + e’ e (VAN 4 B) vy — b5 (V4 B) e’ eug = 0

Dans le deuxieme et le quatrieme terme, on peut utiliser la relation e”.e +
et.e¥ = —26M" pour échanger v et u, puis utiliser e”.b, = 0 et bje”.uyp = 0 pour
ne garder que les termes diagonaux. Il vient donc

(VaVaa)yue’et ug — 2(Vaa, b) + e (V4 V4 B) v + 2(b*, V4 3).ug = 0

On peut décomposer le permier terme en d'une part — ) (V,Vaa),uo =
(VaVaa)ug et dautre part >° , (VaVaea)yue”.etug = 3, (VaVaa)y, —
(VaVaa)u)e” et ug =3, Fa(e”, el )a.e”.e'.ug = Fya.ug. De méme le troi-
si¢me terme se rééerit (V/4)*V/,8 + F';.3. On obtient donc

(VEVaa).ug + a.Fpug — 2(Vaa, b) + V"V B+ Fly.0+ 2(b*, V4 8).ug = 0
(7.4)
7.3 Bornes sur

Calculons le produit scalaire L? de (7.4) avec 3. On utilise le fait que F, =
T(Fy — Fa,) et F)y = Fay + £(Fa — Fa,) pour substituer I'expression (7.2), et
on obtient

[ 1al18 = 2(Va, ) + V45 = S(al ~ 18P = 115 + (F3,5.) L
7.5
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Le dernier terme est minoré par —k|3|%, ott k > 0 est une constante in-
dépendante de r. Le terme en %|a|?|8* quant & lui est minoré par 0. Il vient
alors

/! * ]‘
[ 381t + G = RIBR + 948 <2 [ (Vaa, 50 < 2 [ ~Vual? el

pour tout € > 0, ou z désigne une constante positive indépendante de r (c’est
en fait la norme de b).

Comme on étudie le comportement des équations lorsque r tend vers I'infini,
on peut supprimer le terme —k|3|2. Pour € = % il vient

1
[ iR+ 1902 < 2 [ L¥aaP

Si on note ||.|| la norme L?, on obtient donc des majorations de |r'/243]| et
V43| par un multiple uniforme de r~'/2||V,a|. Comme V43 = V3 — b*3,
une majoration de ||V 43| en découle directement. On a donc le lemme suivant :

Lemme 7.4 - Pour r suffisamment grand, |V 0] et ||[r'/28]| sont bornés par
un multiple uniforme de r='/2||V,a.

La définition de l'opérateur de Dirac implique trivialement que la méme
majoration s’applique a ||D4/||. On en déduit que « est ”presque holomorphe”
pour r grand, en ce sens qu’on a :

Lemme 7.5 - Pour r suffisamment grand, la norme L? de la projection de
Vaa sur E® A% est bornée par un multiple uniforme de r=1/2.||Vqal].

En effet, la formule (7.3) et le lemme 7.4 impliquent que (V,a),.e*.ug, qui
est égal a —D [, vérifie la majoration souhaitée. Or (V,a) e’ ug est égal a
Ve, a.(etug) + Ve a.(Jelug) + ..., soit (Ve,a + iV je,).etug + ..., ce qui
correspond précisément a la partie antiholomorphe de la connexion.

Pour résumer on peut dire que quand r est grand, « tend a étre holomorphe
et B tend vers 0.

Il est a noter que dans le cas ou X est kdhlérienne, le membre de droite de
(7.6) est nul parce que b = 0, et donc pour r assez grand (r > 4k) Iéquation
(7.6) implique que 8 = 0. L’équation de Dirac s’écrit alors Do = 0, c’est &
dire V%) = 0. Dans le cas kihlérien 3 est rigoureusement nul et o est rigou-
reusement holomorphe, ce qui permet d’obtenir directement la courbe pseudo-
holomorphe voulue comme lieu des zéros de a et d’achever immédiatement la
preuve du théoreme. Cependant dans le cas ou X est seulement symplectique,
on ne peut conclure qu’a partir de la limite quand r tend vers 'infini, ce qui
complique la preuve.

7.4 Bornes sur o

On réécrit le produit scalaire de (7.4) avec aug, en utilisant le fait que les
3 derniers termes correspondaient a D%ﬂ, et en substituant Fy, grace a (7.2). 11
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vient
/ Vaal? + 2(laf? ~ 8 ~ 1)laf? + {auo, D38) = 0 (7.7)

soit en ajoutant des termes de part et d’autre, et en utilisant le fait que
l'opérateur de Dirac est formellement autoadjoint,

[ IVaaP+5aP-17 = [ 2182 (a-1)- [ Fal-1-15P) [ (D(aw). DB

On remarque que (F4 — Fa,) ANw = wa ANw—ZwAw=1((er.e9p,9) +
(e3.€4.10,¢))vol — Zvol, ce qui est égal & Z(|a|? — |8]* — 1)vol. En reportant
ceci dans le second terme a droite dans ’équation précédente et en majorant
les autres termes a droite, il vient

Vol + Sl =12 < [ ZaPI8P + 5 [ ((Fa— Fa) nw) + [ Vel Dag]
/ [ e | 2N

Si on revient & 1’équation (7.5) en remarquant que les trois derniers termes
correspondent au produit scalaire L? de D%ﬁ par 3, c’est & dire la norme L2
de D403, il vient

/ a6 + 1 DABP < - / Vaoll8) < /7! / Vo2 (79)

ol z et 2/ désignent encore des constantes positives. Le terme [ Z|af?|3|? <
%/.7“*1 [ |Vaaf? peut donc étre passé a gauche dans (7.8) lorsque r est assez
grand, quitte a ajouter un facteur constant dans 1’équation.

De plus pour tout € > 0 et pour une certaine constante z”,

1 1 1!
/ VaollDaf] < (e / Vaol + / DABP) < § / Vaol + 2 / Vao?

(a cause du lemme 7.4). En choisissant € assez petit, pour r assez grand, ce
terme peut donc étre passé a gauche dans (7.8) quitte & ajouter un facteur
constant.

On obtient donc pour une certaine constante positive M indépendante de
T?

/ Vaa|* + %(\a? —1)2< M/i(FA — Fa,) ANw =41M.ci(E).w
On a donc le lemme suivant :

Lemme 7.6 - L’intégrale [ |Voal* + 5(1 — |af?)? est bornée par M.ci(E).w,
ou M > 0 ne dépend pas de .

Un fait remarquable est que ce lemme a de nombreuses conséquences directes

dont les théoremes qui sont prouvés dans [T1] et [T2], & savoir les résultats
suivants :
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Théoréme 7.7 - Soit X une variété symplectique compacte orientée de di-
mension 4 avec b; > 2. Alors les structures spin® correspondant o E = I et
E = K ont un invariant de Seiberg- Witten égal a +1.

DEMONSTRATION : On se place d’abord dans le cas E = I (structure spin®
canonique). Le lemme 7.6 s’applique, or ¢1(F) = 0, donc lorsque r est suffisam-
ment grand, pour toute solution de I’équation (7.1), l'intégrale du lemme est
nulle. Ceci implique qu’une solution vérifie nécessairement || = 1 et |V,af = 0.
Le lemme 7.4 implique alors que 3 est partout nul.

Par une transformation de jauge, on peut se ramener a o = 1 soit ¢ =
rl/ 2ug. La section a étant parallele, la connexion V, est alors la connexion
triviale d sur I. Or la connaissance de V, détermine A, donc A = Ay. En
conséquence pour r assez grand, (7.1) admet une unique solution modulo jauge
(r'/2ug, Ag), et Vinvariant de Seiberg-Witten vaut +1.

Le résultat pour £ = K découle de la symétrie de la proposition 5.6. O

Théoréme 7.8 - Si une structure spin® sur X a un invariant de Seiberg-
Witten non nul, alors 0 < ¢1(F).w < ¢1(K).w.

DEMONSTRATION : Le membre de gauche du lemme 7.6 est toujours positif
ou nul, donc s'il existe des solutions de (7.1), on a nécessairement ¢ (E).w > 0.
L’autre inégalité découle directement de la symétrie des invariants (proposition
5.6). O

Une autre conséquence du lemme 7.6 est le résultat suivant :

Lemme 7.9 - La mesure m de l’ensemble des points ou |a|? < % vérifie m =

O(r—1).

DEMONSTRATION : m est la mesure de I'ensemble des points ot 7(1 —

la|?)? > L, donc m < 28 [2(1 — |a|?)? < 1M (E).w, ce qui donne la borne
requise. O

7.5 Formule de monotonie

On cherche a limiter d’une certaine facon I’ensemble des points ol @ s’an-
nule. Pour cela on construit une fonctionnelle ”énergie” qui est bornée sur X
et dont on montre a ’aide d’une formule de monotonie qu’elle est grande au
voisinage des zéros de «.

Lemme 7.10 - On pose Q = %(1 — |af?). Alors Uintégrale de Q sur X est
bornée par une constante indépendante de r.

DEMONSTRATION : La formule (7.7) peut étre réécrite sous la forme sui-
vante :

,
[ 5a=1aP) = [ 1VaaP + 0~ laP) = JaPI? + (aw. D35)
X
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En utilisant le fait que 'opérateur de Dirac est formellement autoadjoint et le
fait que Da(aug) = —Daf3, on obtient [, Q < [y [Vaal* + 5(1 — |af?)?. Le
lemme 7.6 permet alors de conclure. O

Pour prouver la formule de monotonie on aura besoin de la borne uniforme
suivante sur la courbure Fj, :

Lemme 7.11 - En tout point la courbure F, de la connexion V, vérifie la
borne
r 2
Rl <21 laP)+K

ot IC devient négligeable lorsque r est grand.

IDEE DE DEMONSTRATION : On a |Fy|* = |F,f|* 4+ |F, |*. La norme de F,f
est directement bornée grace a I’équation (7.1). En effet F = Sww — gw, et en
négligeant les termes en 3, w?¥ = \a\Qw, d’oli en utilisant le fait que |w| = v/2,
la majoration \/—(1 —lal?) + K.

Pour obtemr une majoration sur F,; on remarque que par l'identité de
Bianchi dF, = 0 donc d*dF,, = —d*dF,". En substituant I'équation (7.1) et en
utilisant la formule de Weitzenbock, on obtient une inéquation différentielle sur
|F;|. Un long calcul basé sur une comparaison avec la solution d’une équation
différentielle proche de cette inéquation permet, en utilisant le principe du maxi-
mum, de montrer I'inégalité voulue : |F \f( —la|?) + K.

Le calcul donne la majoration K = O( 12(1 — |af?)) + O(1), ce qui est
suffisamment petit pour permettre de prouver la formule de monotonie. Il est
cependant a noter qu’une fois la formule de monotonie obtenue, il est possible
d’affiner cette majoration, et d’obtenir la borne K = O(1). O

Lemme 7.12 - Il existe une constante A > 0 (indépendante de r) telle que
pour tout s > 0, pour r assez grand (r > ro(s)), en tout point x ou o s’annule,
si on note B(x,s) la boule de centre x et de rayon s, fB(x 5) Q > \s2.

IDEE DE DEMONSTRATION On note B la boule de centre x et de rayon s,
et B son bord. Soit f(s f Q. On sait que Fy Aw = 2(Fy — Fap) Aw =
Z(lal® = [8*> = 1) donc f = [35(0 —al]?) = [R(iF, /\w) — [ 5182 De
plus localement on peut écrire la forme symplectique comme w = du : par
exemple dans des coordonnées locales s’annulant en x, on peut choisir u =
%(1‘1.62 — x9.61 + x3.€4 — x4.€3) & des termes quadratiques pres, ce qui implique
que dans la boule considérée u est de norme inférieure & § (& un terme en s?
pres, qu’on peut négliger si s est assez petit) On a alors en utilisant la formule
de Stokes et la borne obtenue sur Fy,, f(s) = [g(iFaAdu)—5 fB 1812 = [55(1FaN

— 5 518 <5 foplFal =% [5 18 < 2f634 —la) +35 [op K =5 518

On a donc montré que modulo le terme correctif X (qui est cependant
partiellement compensé par 'intégrale de [8*) ona [, Q < 5 [55 Q. soit f(s) S
5f '(s), ce qui implique que la fonction s — % est croissante modulo des termes
correctifs qui disparaissent quand r devient grand.
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D’autre part, un calcul analogue a la preuve de la proposition 4.4 en tenant
compte du terme de perturbation permet de montrer qu’on a uniformément
lv| = O(r'/?). En appliquant la formule de Weitzenbock & 1 et en exprimant
les termes a partir des équations (7.1), on obtient une borne uniforme |V*V1)| =
O(r3/?). Pour r suffisamment grand, on considére alors un voisinage de taille
r~1/2 de z sur lequel on effectue un changement de métrique d’un facteur r—1/2
pour ramener le rayon de la boule & une taille constante. Apres changement
d’échelle 1 est toujours borné par O(r'/?), tandis que V*V1) est divisé par r et
devient borné par O(r'/?).

Le théoreme d’existence de paramétrix pour l'opérateur elliptique V*V
entraine l'existence d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre -1 P et d’un
opérateur régularisant @ tels que V¢ = P(V*V4) 4+ Q. Or chacun de ces
deux opérateurs induit une application continue L>* — LP — L¥ pour tout p,
et pour p > 4 linclusion L} — L* est continue, donc on obtient une borne
uniforme |Vi| < C|V*Vi| + C’'|]. Le fait que les opérateurs convergent vers
ceux qui correspondent & la boule unité de R* plat implique que si 7 est assez
grand, les constantes C' et C’ peuvent étre choisies indépendantes de r. On en
déduit que les dérivées premieres de ¢ apres changement d’échelle sont bornées
uniformément par un multiple uniforme de /2. Avant changement d’échelle
on avait donc |V 4¢| = O(r), et donc |V,a| = O(r/?).

On en déduit que si a(z) = 0, alors dans une boule de centre = et de rayon
so=Kr Y2 onalal®< %, donc @ > g. On a donc [, Q > fvol(B) = K'r— 1.

@ > )\, et en utilisant la propriété de croissance de ! (28 )

0 S
o < 2 . .
il vient que pour s > sy c’est a dire r > Is(—z, % > )\, ce qui donne le résultat.

|

D’ou on déduit que

7.6 Convergence pour r — o0

Considérons une suite de solutions correspondant a une suite de parametres
7, tendant vers I'infini. Pour chacune de ces solutions, le lieu des zéros de «,, est
une surface ¥, dans X. Pour tout 4 > 0, on peut recouvrir X,, par un nombre
N(6,n) de boules (de ¥,,) de rayon d (pour la métrique induite par celle de X),
de telle facon que chaque point appartienne & au plus k d’entre elles, ou k est
une constante qui ne dépend que de la dimension de 'espace recouvert (ici 2).

Pour n assez grand, le lemme 7.12 affirme que dans chacune de ces boules
l'intégrale de @ est plus grande que .62, donc & cause de la propriété de re-
couvrement par au plus k boules, I'intégrale de () sur la réunion des boules
est minorée par %52N (6,n). Or par le lemme 7.10, cette intégrale est majorée

k.A

par une constante A, donc en notant M = %= on a N(d,n) < M.5~2. Cette

majoration uniforme implique le résultat suivant :

Lemme 7.13 - Les surfaces %, possédent une sous-suite convergente au sens
de Hausdorff vers une partie fermée ¥ C X dont la dimension de Hausdorff est
au plus 2.

DEMONSTRATION : En effet, pour chaque entier IV, pour n assez grand, X,
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est contenu dans la réunion de M.4N boules de rayon 2=V, dont on notera les
centres x, n;. Par compacité de X MAY §] existe une sous-suite de parametres
T4(n) telle que pour chaque i, z4,) v converge vers un certain zy ;. Quitte a
effectuer une extraction diagonale on peut supposer que la convergence a lieu
pour tout N. On note alors U(N) = |J, B(xn,227 V). 1l est facile de vérifier
qu’on a toujours U(N + 1) C U(N). Il suffit alors de poser ¥ = (| U(N). Le
fait que dim ¥ < 2 découle directement de la construction. ¥ est un fermé de X
parce que c’est 'intersection des fermés U(N) a cause du fait que U(N + 1) C
U(N). O

On va maintenant montrer que les formes de courbure convergent vers un
courant holomorphe a support dans 3. Pour cela on utilisera le lemme sui-
vant, qui découle de I’étude locale des solutions et de leur comparaison avec les
solutions sur un fibré trivial sur C? :

Lemme 7.14 - [ existe une constante C' telle qu’en un point x dont la distance
o a~1(0) est d, on a |Fy| = O(r.exp(=Cr'/2.d)).

Considérons maintenant la suite de courants sur X donnée par F,, = %
pour chaque solution. Cette suite est bornée au sens L' d’apres les lemmes
7.10 et 7.11, en conséquence elle admet une sous-suite qui converge au sens des
distributions vers un certain courant F'. Les propriétés de F' sont les suivantes :

Lemme 7.15 - Le courant F est de type (1,1), et son support est contenu
dans 3. De plus lintégrale de F' sur un disque suffisamment petit dont le bord
ne rencontre pas % est invariante par homotopie, et sa valeur est un entier. Si
de plus le disque considéré est l'image d’un plongement pseudo-holomorphe et
rencontre X, cet entier est strictement positif.

IDEE DE DEMONSTRATION : Le fait que le support de F' soit contenu dans
>} découle directement du lemme 7.14. En effet soit p une 2-forme a support
disjoint de X. Si on note d la distance du support de p a 33, on sait que pour n
assez grand le support de p est a distance d/2 de ¥,,. La majoration du lemme
7.14 implique alors que [ F, A u — 0, ce qui donne le résultat.

Pour montrer que F est de type (1,1) c’est-a-dire J-invariant, il suffit de
montrer que pour toute forme p, [ F, A (u— Ju) — 0. Pour cela, & N fixé on
utilise une partition de I'unité pour écrire p = pq + p2 ol ;1 est a support dans
X —U(N+1) et ug est a support dans U(N). Les seuls termes non J-invariants
de F, sont les termes non diagonaux (i.e. orthogonaux a w) de F, dont la norme
est bornée par |a||3]. On a donc, en utilisant I'inégalité de Holder, | [ FyuA(po—
Tu2)| < [y rledlBllue| < r.sup(lal). sup(|p2))-([x 181*)/200l(U(N))/2. Or
on a vu qu’un analogue de la proposition 4.4 permet de borner uniformément «
indépendamment de r, et d’autre part la norme L? de 3 est O(r~!) en utilisant
les lemmes 7.4 et 7.6. Comme le volume de U(N) tend par construction vers 0
quand N tend vers linfini, on en déduit que [ Fj, A (2 — Jpo) est aussi petit
qu’on le souhaite, et ce indépendamment de n, a condition de choisir N assez
grand. Par ailleurs une fois N fixé, [ F, A (u1 — Ju1) tend vers 0 lorsque n
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tend vers 'infini parce que le support de F' est contenu dans . On en déduit
le résultat voulu.

Le fait que l'intégrale de F' sur un disque convenable soit bien définie et
invariante par homotopie découle du fait que la courbure est une forme fermée.
En effet soit une famille de disques, ¢ : D x [0,1] — X telle que ¢~ (%) soit
compact (c’est-a-dire que les points d’intersection avec ¥ ne traversent pas le
bord des disques). En utilisant I'identité de Bianchi (dF, = 0) et la formule
de Stokes, on a fDx{O} ¢*F, — fDX{l} O*F, = fBDX[O,l] ¢*F,. Par ’hypothese
de compacité de ¢~ 1(2), le bord ¢(0D x [0,1]) est & une distance d > 0 de
3, donc de ¥, pour n grand. Le lemme 7.14 implique alors que les intégrales
de F,, sur les deux disques ¢(D x {0}) et ¢(D x {1}) different d’au plus un
terme exponentiel qui tend vers 0 quand n devient grand. Ceci signifie que si
on peut intégrer F' sur les disques concernés, la valeur de I'intégrale ne change
pas quand on déforme le disque (& condition que le bord ne traverse pas X).

Considérons un disque D dont le bord ne rencontre pas 3 (on dira qu’un tel
disque est admissible). Le bord de D est a une distance d > 0 du fermé X, donc
il est possible d’appliquer la remarque ci-dessus a une déformation suffisamment
petite de D. Ceci entralne qu’au terme correctif exponentiel pres, pour € assez
petit, [, Fn = -5 fVE(D) F, A*(dzAdz), ot V(D) désigne I'ensemble des points
a distance inférieure & € de D et ol dz Adz désigne un prolongement de la forme
volume de D. La convergence de F;, vers F' au sens des distributions entraine
donc celle de [ p P, ce qui signifie qu’on peut intégrer F' sur D.

Pour montrer que I'intégrale de F' sur un disque admissible D C X est un
entier, on effectue la construction suivante. Soit Dy le disque unité inclus dans
la sphere S?, et ¢ : Dy — D permettant d’identifier les deux disques considérés.
¢*V, est une connexion sur un fibré en droites sur Dg, dont la courbure pres du
bord de Dy est petite d’apres le lemme 7.14. Ceci implique qu’on peut étendre
le fibré en droites et la connexion & tout S?, et ce de telle facon qu’en dehors
de Dy la courbure soit bornée par un multiple de 7. exp(—Cr!/2.d). L’intégrale
sur S? de la courbure est égale a la classe de Chern du fibré ainsi construit,
qui est un entier. On en déduit que || p Fn est proche de cet entier, la différence
des deux correspondant & l'intégrale de la courbure sur S? — Dy, ce qui est
décroissant avec 7 de fagon exponentielle. Par passage a la limite, | p I est un
entier.

Dans le cas ou le disque D est pseudo-holomorphe, cet entier est positif ou
nul. En effet la restriction de F,, a D est une 2-forme, donc un multiple de la
forme volume : F,p = f.vol. En fait seule la partie de type (1,1) intervient,
c’est-a-dire (1 —|a|? + [B]*)w + 5= F, . On a donc f > (1 — |a|? +|B[*) —
ﬁ\Fﬂ D’apres la majoration de F, vue au lemme 7.11, on a donc f >
—%, ou K~ est borné par une constante. On en déduit que si le disque
considéré est assez petit, | pFn = —%. Comme cette intégrale converge pour
n — oo vers un entier, sa limite est donc positive ou nulle.

La preuve du fait que |, p I’ est strictement positive fait appel a la compa-

raison des solutions de (7.1) au voisinage du point considéré avec les solutions
des équations correspondantes sur C? ( f p I peut en fait étre interprété comme
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le nombre d’intersection de ¥ avec D). O

7.7 Holomorphie de la limite

Soit D le disque unité de C. Pour toute application admissible o : D — X
(c’est-a-dire telle que le bord de (D) ne rencontre pas X) on dispose désormais
d’un entier I(o) = [ p 0" F qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) Sio(D) C X — ¥ alors I(o) = 0.

(2) Si o et o1 sont homotopes de fagon admissible (c’est-a-dire sans que le
bord des disques traverse X), alors I(og) = I(07).

(3) Si o est admissible et § : D — D est une application propre de degré k,
alors I(c00) =k.I(0).

(4) Si 071(2) est contenu dans une union disjointe de disques D; C D, et si
on note 6; : D — D; morphisme conforme et o; =0 o06;, ona I(c) =), I(0;).

(5) Si o est un plongement pseudo-holomorphe dont I'image rencontre 3,
alors I(o) > 0.

Ces propriétés suffisent a assurer que X est une courbe pseudo-holomorphe.

Pour cela on commence par remarquer que les propriétés (4) et (5) per-
mettent d’obtenir une borne sur le nombre de composantes qui constituent I'in-
tersection d’un disque pseudo-holomorphe donné oy(D) avec ¥. D’autre part,
en appliquant la propriété (2) a des déformations judicieuses, il est possible
de décomposer en plusieurs parties les composantes non ponctuelles de I'inter-
section, tout en conservant la propriété de pseudo-holomorphie au voisinage
des intersections. On obtient donc que presque tout disque pseudo-holomorphe
proche du disque de départ ne rencontre ¥ qu’en au plus I(og) points. On
obtient alors le lemme suivant :

Lemme 7.16 - Pour tout x € X, pour un choix générique d’un repére complexe
au voisinage de x, il existe un voisinage V de x, un entier m et une application
continue ¢ d’un petit disque de C dans l’espace S™C des m-uplets non-ordonnés
de points, tels que X NV soit 'ensemble des points de coordonnées ((,w) tels

que ¢ € p(w).

On va maintenant montrer que Y est une variété lipschitzienne en presque
tout point. Pour cela on introduit les notations suivantes : on se fixe un rayon
p > 0 et un point € 3. Dans un repere complexe fixé en x, pour chaque droite
complexe k € CP!, on notera 0, un plongement holomorphe dont I'image est
un disque de rayon p centré en x, dont ’espace tangent en x est la droite k.
Il existe un ouvert dense Q C CP! tel que si k € €, l'intersection du disque
0p,x(D) avec ¥ est finie. On note alors n,(x) = I(0, ) pour tout p suffisamment
petit. De plus le fait que X est fermé implique que pour tout s’ proche de k
on a ng(x) < n(x) (semi-continuité). Une direction x est alors dite stable si
pour tout £’ proche de k on a n,(x) = ng(z). Les directions stables constituent
un ouvert de CP!, et cet ouvert est dense parce qu’au voisinage d’un x donné
Pinfimum des n,/(x) est atteint. Enfin on note n(z) = infieq ng(z), qui est
également atteint. Le premier résultat est alors le suivant :
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Lemme 7.17 - Choisissons en x € X un repére compleze tel que la direction
ko=(1:0) € CP! soit stable. Alors Uapplication ¢ du lemme 7.16 est lipschit-
zienne en 0, c’est-a-dire que si le voisinage considéré est assez petit, il existe
une constante ¢ > 0 telle que pour w assez petit,

sup [¢] < c.|w.
CEP(w)

DEMONSTRATION : Pour p assez petit, on a 0, ., (D)"Y = {z} et I(0,.,) =
Ny, (). Pour k proche de kg, la propriété (2) implique que I(o, ) = (0, x,) =
Ny (), qui d’apres la stabilité de kg est égal a ng(x). Or si 0, (D) rencontre ¥
en un autre point que z, les propriétés (4) et (5) impliquent que I(0, ) > ny(z)
ce qui constitue une contradiction. Donc pour & proche de kg on a o, . (D)NE =
{z}. Ceci signifie qu’au voisinage de x, on ne peut pas avoir (¢ : w) proche de
(1:0) dans CP!, ¢’est-a-dire que ¢ /w est borné ce qui est précisément le résultat.
O

Le méme type d’argument en utilisant une famille plus grande de disques
permet d’obtenir de fagon générique ce résultat pour un voisinage de z au lieu
du seul point z. Pour ce résultat, on dira qu'un point z € 3 est régulier si
pour tout ' dans un voisinage de x on a n(z’) > n(z). En particulier un point
vérifiant n(z) = 1 est régulier. Dans le cas contraire on dira que le point est
singulier. On a alors :

Lemme 7.18 - L’ensemble des points réguliers de 3 est un ouvert dense. De

plus si x est un point régulier de X, il existe un repére complexe tel que sur un

voisinage de x lapplication ¢ du lemme 7.16 vérifie les propriétés suivantes :
1) ¢ est a valeurs dans l’ensemble des m-uplets non-ordonnés dont les m

composantes sont égales (c’est-a-dire que ¢p(w) ne comporte qu’un seul point).
2) ¢ est lipschitzienne.

Une conséquence immédiate de ce lemme est qu’il existe un ouvert dense de
> qui a la structure d’une sous-variété lipschitzienne de X. Le lemme suivant
constitue alors le coeur de I’argument :

Lemme 7.19 - Soit x € X un point régulier. Alors il existe un voisinage de
x dans X qui est un disque pseudo-holomorphe plongé.

IDEE DE DEMONSTRATION : On part du résultat précédent. Pour w petit,
¢(w) ne comporte qu'un point qu’'on notera encore ¢(w). Pour w # 0, on pose
0p(w) = @ Le but est de montrer que d¢ admet une limite en 0, ce qui
prouvera ’holomorphie en x. Pour cela, supposons que ce ne soit pas le cas :
alors il existe deux suites a1, et az; qui convergent vers 0, telles que 0¢(a1 ;)
converge vers une valeur ¢j o, et 9¢(ag ;) converge vers une valeur ¢z o distincte
de ¢1,00. On choisit alors des indices ¢ et j suffisamment grands, et on pose
ai = ai, az = azj, c1 = 0p(ar) et ca = d¢(az). On considere alors le disque
donné par les points de coordonnées oo(() = (=2 2+ en=ed, () pour [¢
inférieur a un certain p fixé. Ce disque rencontre Y aux trois points distincts
dont les coordonnées sont (0,0), (¢(a1),a1) et (¢(az),az).
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Cependant les applications coordonnées ne sont rigoureusement pseudo-ho-
lomorphes qu’a l'origine (défaut d’identification de X au modele de C? plat),
donc il faut perturber légérement oy pour obtenir une application o pseudo-
holomorphe. Toutefois si on a choisi les indices 7 et j suffisamment grands, de
telle sorte que a; et as soient tres petits tandis que co — ¢; reste grand, le disque
perturbé rencontre toujours Y en au moins trois points. A cause des propriétés
(4) et (5) chacun de ces trois points contribue de fagon positive au calcul de
I(0), et de plus la régularité de x et la définition de n, impliquent que chacune
de ces contributions est au minimum n(x). On a donc I(o) > 3n(x).

D’autre part, o est homotope a oy qui est défini a partir d’un polynéme du
second degré. Lorsque i et j tendent vers U'infini, a1 et as tendent vers 0 donc
le coefficient de { dans ce polynome devient négligeable devant le coefficient
de ¢2. Si on a choisi i et j assez grand, le disque qu’on a considéré est donc
homotope de facon admissible au disque o1(D) o on a posé 1(¢) = (¢2,0).
La propriété (3) s’applique alors, et donne I(01) = 2n(x). Or par la propriété
(2) on a I(0) = I(01) ce qui constitue une contradiction. Donc 9¢ admet une
limite en 0, et ¢ est pseudo-holomorphe. O

Enfin, on a le résultat suivant :
Lemme 7.20 - La surface 3 contient un nombre fini de points singuliers.

La preuve, tres longue et technique, se base sur la constatation que les
propriétés telles que 1’égalité de différentes composantes d’un m-uplet peuvent
étre vues comme ’annulation de certains polyndémes symétriques en les compo-
santes. En effet, en considérant le m-uplet comme ’ensemble des racines d’un
polynéme de degré m sur C (dont les coefficients sont les fonctions symétriques
élémentaires), 'existence de deux composantes égales par exemple s’écrit comme
I’annulation du discriminant du polynoéme, c¢’est-a-dire I’annulation d’un poly-
nome en ses coefficients, donc d’un polynéme symétrique en les composantes du
m~uplet. On peut prouver dans un premier temps a partir de cette constatation
que ’ensemble des points singuliers est au plus dénombrable, puis montrer qu’il
est fini.

Enfin, un argument similaire & celui qui intervient dans la preuve du lemme
6.6 permet de conclure qu’il n’y a en fait pas de singularités. 3 est donc effec-
tivement une courbe pseudo-holomorphe.

Le dernier point a vérifier est que la classe fondamentale de ¥ est bien le
dual de ¢1(F). Or pour tout indice n, 3, est le lieu des zéros d’une section de
E, donc sa classe fondamentale est le dual de la classe d’Euler de E qui est égale
a c1(F). Par passage a la limite, c’est aussi le cas de ¥. On a donc construit a
partir d’une structure spin® ayant un invariant de Seiberg-Witten non nul une
courbe pseudo-holomorphe dont la classe fondamentale est duale de ¢1(E), ce
qui acheve la preuve du théoreme 7.2.
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8 Conséquences

Le théoreme 7.2 a de nombreux corollaires intéressants, quand on ['utilise
en conjonction avec l'inégalité d’adjonction généralisée suivante (voir [KM]) :

Lemme 8.1 - Soit X une variété compacte orientée de dimension 4 avec b;r >
2, et soit e € H*(X,Z) tel que e.e > 0. Soit g le genre minimal d’une surface
plongée dont la classe fondamentale est le dual de Poincaré de e. Alors pour
toute spin®-structure dont linvariant de Seiberg- Witten est non nul, lorsque
g>1lona2—-2g9+ee<—|ci(L).e|, et lorsque g =0, e.e < —|c1(L).e].

IDEE DE DEMONSTRATION : On commence par le cas ott e.e = 0 et g > 1,
qui est celui traité dans [KM] (lemme 9). Pour cela on considére une surface 3
dont la classe fondamentale est e, et on remarque que le fibré normal a X est de
degré e.e = 0 donc trivial, N¥ =2 ¥ x C. Si on identifie le fibré normal avec un
voisinage tubulaire de X3, le fibré en cercles correspondant aux vecteurs de norme
1 dans NY fournit une sous-variété Y de X, de dimension 3, difféomorphe a
Sl x 3. Y coupe X en deux composantes. De plus un voisinage de Y (ce qui
correspond a ”épaissir” le fibré en cercles) est difféomorphe & | — a,a[xY.

On peut choisir une métrique sur X dont la restriction a ce voisinage est
une métrique produit, correspondant a une métrique sur X pour laquelle la
courbure scalaire est constante. Par déformation de la métrique on peut éloigner
arbitrairement {—a} xY de {a} xY (dilatation du facteur ”temporel”). On peut
alors montrer (proposition 8 de [KM]) qu’il existe une solution des équations
de Seiberg-Witten qui est invariante par translation sur le facteur temporel, et
dont la connexion a une partie temporelle triviale.

Or si on normalise la métrique pour que I'aire de 3 soit égale a 1, la formule
de Gauss-Bonnet implique que la courbure scalaire sur ¥ est égale & —2m(4g—4).
La proposition 4.4 implique alors que la solution ® invariante par translation,
qui atteint son maximum par compacité de Y, vérifie |®|? < 27(4g — 4). Par
la proposition 4.2, [w®|? = 2|®|*, donc |w?®| < 2v27(4g — 4) et donc |Ff| <
V27 (2g —2). Comme la connexion A a une partie temporelle triviale, F4 est le
relevé d’une 2-forme sur Y, donc FZ et F', sont de méme norme, et on obtient
|F4| < 27m(2g — 2).

Il vient donc & cause de la normalisation de I’aire de X,

1 1
LD)el=|— | Fu|] < — Fypl <2g—2
(D)l =15 [ Fal< 5-suplFal < 2

d’oti le résultat.

Pour g = 0 on procede de méme, mais la proposition 4.4 donne cette fois
I'inégalité |®|2 < 0, et on obtient en fin de compte c¢1(L).e = 0 et donc I'inégalité
voulue.

Le passage au cas e.e > 0 s’effectue par une suite d’éclatements. On rappelle
que l’éclaté X’ d’'une variété complexe X en un point s’obtient un remplacant
un voisinage de ce point difféomorphe & un ouvert de Q@ C C? par 7~ 1(Q) =
{(z,p) € Q x CP',z € p} (ol on voit un élément de CP! comme une droite
de C?). La projection sur le premier facteur est bijective sauf au point ot est
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effectué 1’éclatement (car un élément non nul de C? appartient & une unique
droite vectorielle), et au point-base la fibre est CP!. L’opération d’éclatement
correspond a une somme connexe avec la variété @2, ce qui fait apparaltre un
nouveau générateur e dans Ho(X', Z) qui vérifie e.e = —1, et qui correspond &
la classe fondamentale de la fibre CP! au-dessus du point-base. € est de plus
orthogonal a I'image de Hs(X,Z) puisque toute classe d’homologie de X peut
étre représentée par une courbe ne passant pas au point-base.

On effectue un éclatement de X en un point xy d’une courbe pseudo-ho-
lomorphe ¥ de classe fondamentale e, et on note ¥’ la courbe correspondante
dans X'. La classe fondamentale de X’ correspond & e’ = e+ ¢ (car I'intersection
avec la fibre au-dessus de xy comporte comme seul point la tangente a ¥ en
xg), et on a donc €’.¢’ = e.e — 1. De plus X’ est difféomorphe a ¥, donc le genre
reste le méme : ¢’ = g. Si on note c la classe de Chern du fibré en droites L, il
faut montrer que les structures spin® sur X’ correspondant & ¢ + € et ¢ — € ont
méme invariant de Seiberg-Witten que la structure initiale. En effet, comme
(cte€).(exe€) =c.e=+1,lerésultat sur e est alors équivalent au résultat sur e’
ce qui permet de conclure par récurrence sur e.e.

Or comme X' = X #@2, on peut choisir une métrique qui sur le col reliant
X & CP” coincide avec la métrique produit sur S? x R. La courbure scalaire
y étant alors positive, la proposition 4.4 implique que toute solution s’annule
sur le col. D’autre part sur @2, b;r = 0, ce qui implique qu’une solution vérifie
FX = 0 et donc w® = 0, et donc ® = 0. En conséquence les solutions sur X’
correspondent aux solutions sur X. O

On obtient alors les corollaires suivants.

Corollaire 8.2 - Soit X compacte orientée symplectique de dimension 4 avec
b; > 2. Pour toute structure spin® dont l'invariant de Seiberg- Witten est non
nul, la dimension d dans la formule (4.3) (ou de fagon équivalente (5.8)) est
nulle.

DEMONSTRATION : On peut supposer que le fibré E associé a la structure
spin® n’est pas trivial, car le cas E = I correspond a la structure canonique,
dont on a vu a la section 5 qu’elle vérifie d = 0. Le théoreme 7.2 fournit alors une
courbe pseudo-holomorphe (non connexe) dont la classe fondamentale est duale
de ¢1(E). Pour chacune de ses composantes le dual de la classe fondamentale
sera noté e; (on a » e; = c1(F), et pour i # j, e;.e; = 0).

Envisageons d’abord les composantes vérifiant e;.e; > 0. La formule d’ad-
jonction (6.1) donne 2 — 2g; + e;.e; = —c1(K).e;. Or si g; = 0, U'inégalité
d’adjonction généralisée appliquée a la structure spin® canonique implique que
ei.e; = c1(K).e; = 0, et en reportant dans (6.1) on obtient une contradic-
tion. Donc on a g; > 1, et en utilisant 1'inégalité d’adjonction généralisée il
vient —ci(K).e; < —ci(L).e;. Or ¢1(L) = 2¢1(E) — ¢1(K), donc on obtient
cl(E).ei S Cl(K).ei.

Lorsque e;.e; < 0, on a ¢1(E).e; = e;.e; < —1, tandis que la formule d’ad-
jonction donne c¢1(K).e; = 2g; — 2 —ej.e; > 0—2+1 = —1, ce qui implique
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qu’on a encore c1(F).e; < ¢1(K).e;. Donc chaque composante vérifie
—Cl(K).Gi + cl(E).ei <0 (81)

Par somme sur les composantes, il vient ¢1(E).c1(E) < ¢1(K).c1(E), et donc
par la formule (5.3), d = —¢1(K).c1(E) +c¢1(E).c1(E) < 0. Comme SW est non
nul, on a forcément d > 0, donc d = 0. O

Corollaire 8.3 - Soit X compacte orientée symplectique de dimension 4 avec
b;r > 2, et E un fibré en droites non trivial tel que la structure spin® associée a
un invariant de Seiberg- Witten non nul. Alors le dual de Poincaré de c1(E) est
la classe fondamentale d’une courbe symplectique plongée (éventuellement non
conneze). De plus pour chacune des composantes de cette courbe, si on note g
le genre et e le dual de la classe fondamentale, on a g =1+ e.e.

DEMONSTRATION : La premiere partie du résultat est exactement le théoréme
7.2. L’hypothese de non-trivialité de E sert a assurer que la courbe obtenue n’est
pas vide (puisque sa classe fondamentale est alors non nulle).

Pour démontrer la seconde partie, on utilise la formule (8.1) qui affirme que
—c1(K).e; + c1(E).e; < 0. Or le corollaire 8.2 affirme que d = > (—c1(K).e; +
c1(F).e;) = 0, ce qui implique que pour chaque composante (8.1) est une égalité,
c’est a dire ¢1(K).e; = c1(E).e; = ej.e;. La formule d’adjonction (6.1) s’écrit
alors 2 — 2g; + ¢;.¢; = —c1(K).e; = —e;.e;, d’ott on déduit que g; = 1+ e;.¢;. O

Corollaire 8.4 - Soit X compacte orientée symplectique de dimension 4 avec
by > 2. Alors le dual de Poincaré de ci(K) est représenté par une courbe
symplectique. De plus, si X ne contient pas de sphere plongée de nombre d’in-
tersection —1, alors ¢1(K).c1(K) > 0.

DEMONSTRATION : Le théoréme 7.7 affirme que pour £ = K linvariant
de Seiberg-Witten est non nul. La premiere partie du corollaire est alors une
conséquence immédiate du résultat précédent.

Plagons-nous désormais dans ’hypothese de la seconde partie, et notons a
nouveau, pour chaque composante de la courbe symplectique qu’on vient de
construire, e; le dual de la classe fondamentale et g; le genre. Le corollaire 8.3
affirme que g; = 1 + e;.e;, et 'hypothese de non-existence de sphéres plongées
d’intersection —1 implique que g; > 1, donc e;.e; > 0. Par somme sur les compo-
santes, comme e;.ej = 0desque i # jet ) e; = ¢1(K), il vient ¢ (K).c1(K) > 0.
O

Corollaire 8.5 - Soit X compacte orientée symplectique de dimension 4 avec
b;r > 2, et supposons que X ne contient pas de sphére plongée symplectiquement
de nombre d’intersection —1. Alors la signature de la forme d’intersection de
X et les nombres de Betti de X vérifient by > %(bl — 1) + b5

35



DEMONSTRATION : Pour E = K, le théoréme 7.7 affirme que pour F = K,
Pinvariant de Seiberg-Witten est non nul. La formule (5.3) implique que la
dimension d = —c¢1(K).c1(E) + ¢1(F).c1(F) est alors nulle. Or la formule (4.3)
affirme que d = —@ + 1e1(K).c1(K), donc on a 2x + 30 = ¢1(K).c1(K), et
cette derniere valeur est positive par le corollaire 8.4. Donc on a 2y 4+ 30 > 0,
or x = 2 — 2by + be, d’ou I'inégalité voulue. a

EXEMPLE D’APPLICATION : Considérons une surface K3, par exemple une
surface algébrique ¥4 de degré 4 dans CP3. 3, est une variété différenticlle
de dimension 4, compacte, orientable et simplement connexe. De plus 34 est
kéhlérienne, puisque c’est une variété algébrique. Considérons maintenant la
somme connexe X = Y #>4, qui est toujours une variété de dimension 4,
compacte, orientable et simplement connexe. Le résultat précédent implique
que X n’admet pas de structure symplectique compatible avec ’orientation.

En effet, on sait (voir [DK]) que la forme d’intersection de ¥4 peut se mettre

1 . . . .
1 o0) ou FEg désigne I'unique forme quadratique uni-
modulaire paire irréductible définie positive de rang 8. La forme d’intersection

sous la forme 2(—Fg)®3 <0

de X est donc 4(—FEg) ® 6 ((1) é) Supposons que X admette une structure

symplectique. On a b; =6 > 1, et a cause de la parité de la forme d’inter-
section les hypotheses du corollaire 8.5 sont satisfaites. On devrait donc avoir
by > 1(4by —4+0by) = 2(—4+38) = 2 > 6 ce qui constitue une contra-
diction. Cet exemple illustre donc le fait qu'une somme connexe de variétés
symplectiques n’est pas nécessairement symplectique.

Remarquons toutefois qu’un tel résultat peut étre dérivé de facon systématique

du théoreme 7.7. En effet, on a le résultat suivant ([T1], [KMT]) :

Proposition 8.6 - Soit X compacte orientée symplectique de dimension 4, et
supposons que X peut se décomposer en somme directe X = X 1#X5. Alors la
forme d’intersection sur l'un des deuz facteurs X1 ou Xo est définie négative.

Enfin, un dernier corollaire du théoréme 7.2 est le résultat suivant.

Corollaire 8.7 - Soit X compacte orientée symplectique de dimension 4 avec
b; > 2, et supposons que X ne contient pas de sphére plongée symplectiquement
de nombre d’intersection —1. Supposons également que c1(K).c1(K) = 0. Alors
pour tout fibré en droites E non trivial tel que la structure spin® associée a
un invariant de Seiberg-Witten non nul, c1(E) est le dual de Poincaré d’une
réunion disjointe de tores symplectiquement plongés de nombre d’intersection
0.

DEMONSTRATION : On traite d’abord le cas ot E = K. Pour cela on ap-
plique le corollaire 8.3 pour obtenir une courbe symplectique, dont chaque com-
posante vérifie g; = 1 4 e;.¢;. L’hypothese faite sur X implique que g; > 1, et
donc e;.e; > 0. Or on a Y e;.e; = ¢1(K).ci(K) = 0, donc on a pour chaque
composante e;.e; = 0 et donc g; = 1.
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Pour traiter le cas général, on commence par appliquer l'inégalité d’ad-
jonction généralisée (lemme 8.1) aux composantes de la courbe symplectique
obtenue pour ¢;(K). Dans le cas g; = 1 et e;.e; = 0, le lemme 8.1 s’écrit
c1(L).e; = 0. Par somme sur les composantes on a donc ¢q(L).c;(K) = 0.
Comme ¢1(K).c1(K) = 0, on a donc ¢;(E).c;(K) = 0. Par le corollaire 8.2,
d=—ci(K).ci(E)+c1(F).ci(E) =0, donc ¢1(F).c;(E) = 0.

On applique alors le corollaire 8.3 pour obtenir une courbe symplectique
dont chaque composante vérifie g, = 1+ €}.e}. L’hypothese faite sur X implique
que g, > 1 et donc €}.e;, > 0. Oron a Y el.e; = ¢1(E).ci(E) =0 donc el.e, =0
et g; =1, d’ou le résultat. O
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